Geometria Descritiva,
Modelacao Geometrica
e

Captura da Realidade

Vers&o 0.3
2025.10.13
Faculdade de Arquitetura da Universidade de Lisboa (FAUL)

Luis Mateus (Immateus@fa.ulisboa.pt)



Esta sebenta foi preparada para apoio as aulas de Geometria Descritiva e Conceptual em
Arquitetura e Modelacao Geomeétrica e Generativa do mestrado integrado em Arquitetura da
FAUL, e de Geometria Descritiva e Conceptual da licenciatura em Design da FAUL.

Em versdes seguintes serdo também incluidas as unidades curriculares optativas relacionadas
com a Captura da Realidade.

No entanto pode ser livremente utilizada por qualquer pessoa, docente ou aluno, de qualquer
nivel de ensino.

Sugestdes de melhoria sdo bem-vindas.



indice

[ gY o oo [N o= J PP OPPPPPRPPI 9
AAS GEOMIBTIIAS ivuiiniiniiiiieiie ettt ettt ttetteeteeteensensensanetuesnssssssssessensensessenssnsssssessessensanerneees 10
AS OrBENS A GEOMETIIA «.ivuiiniiiiiiie e ee et ce et et st s aneenssusnssansansenssnssnnn 11
Da geometria euclidiana @ topOLlOZia.....cuuuiieuiiiniiiiiieiiii ettt ettt e 11
AS AIMEBNSOES ceeuiiiiiiiiiiii ittt ettt ettt s e it e tea s eta s e tabe s etaa s etaneseanesenanssannenes 16
Geometria sintética e Geometria analitiCa.........ccuviieniiiiiiiiiiiiiiiii e, 18
Geometria pura e Geometria apliCada ...c.iuiuiiiiiiiiiiiiiie e ee e e e e eas 20
Geometria descritiva € Computacao grafiCa ...cuciviiniiiiiiiiiiiii e e eeee e e ens 21
Geometria estatica e geometria diNAMICa ... .ccuuiiieiiiiiiiiiiie ettt eeee e e eeenes 23
GEeOMEtria € @ iMAgINAGA0D. .. ciu ittt ittt ie ettt eteee et et sasansanstneanesnssnasessensensensaneees 25
Geometria, eStrutura € repPreSENTAGA0D .. ..iuuien ittt ettt rte et et e eeeneenenereereneenrensensennas 26
Um pequeno eXerciCio de repreSENTAGAD. . ... iuu it etiette et etieeteeteeteeeneeenseenseeneeenesensennssnns 30
Desenho @ M0 levantada......coeeuueiiiiiiiiiiiiiiii et 31
Desenho analdgiCo de PreCiSA0 . ..u. iuu it ettt ettt e et e et s et eeene s eeneeeees 33
Desenho digital dE PrECISA0 cuuivuiiuiiiiiiiiii ittt e e e e e aeeteeaeeaeeansansansansanssnnnn 35
Uma refleXx80 anteCiPada ...cuuiuiiiiiiiiiiiie e ee e et et et et et e e e aaesaeansansansanasnnns 37
PARTE | - Geometria DeSCritiVa ......ccuuviiviiiiiiiiiiiiiiiiii e 41
[} dfoTe LU o2= o NPTt 41
(N[0 =T o]o 1T JO PO PP OP PP PRRN 41
Nocdes essenciais de Geometria NO ESPACO | ...vuininiiiiiiiiiiiiiii et eaees 42
Relagbes de incidéncia entre as figuras ge0METNCaAS...ccieiuiiiiiiiiiiiiiiie e e, 49
InteragOes métricas entre pontos, retas € Plan0osS ......cucvieeiiieiiiiiiii it 50
Da poSiCA0 relativa BNtre rEAS .....viii et e e e e eresa s e s e eanaaes 50

Da posicao relativa entre retas € PlanOs cu.cue e ieiiiiiiiie e e 51

Da posicao relativa BNtre Planos ..u.vi. ettt e e reeaea e e e e ans 51
Nocao informal de transformacgao SE0METNICA .. ..uvivniieniiiiiiiiiie it e e eeaees 52
O]7-F-1a1F2-ToF- To o [o J=T-1 o I-Todo BN PP PP PPP PP PPR PRI 53
Sistemas de COOrdeNaUAS ......ciivuiiiiiiiiiiiiiiiiiii et e 53
Sistema de coordenadas retangULArES......cuiuiiiiiiiiiiiie e e e ere e e e ae e 56
Sistema de coordenadas CiliNAriCas .......ceeuuiriiiiiierieiee e 56
Sistema de coordenadas POLAreS ......ciueiuiiiiiiiiiiiiieiieeeee et ee e et e e e e e e e e e 57



BE=) (0] g 10) 0 0 1= I N 58

O 1107210 -1 do e [0 1 0 To] o1 {o TP PP PP 58

O alfabeto da reta ...cccuuiiiuniiiiiiiiiiiii et et e 58

O 110721 o -1 do o [0 3 o] E-] o Lo TSP PPRP 59
NOGA0 de projeGan € tiPOS A€ PrOJEGAD. ... iuu it ittt iiieiie e ete et ettt etrtnetieereenesansensensensaeenns 60
Algumas propriedades das PrOJEGOES ..uuuiu it iiiiiiiieee ettt et et rtseeeneeresesesensenseneennes 61
Projecao de figuras com diferentes orientaGOes......ccoveeuiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiier e, 61
Razao simples € raz80 CrUZada ... ..cvuiuiiiiiiiiii ettt eee e easasansansaneanens 65
Relagédo entre o teorema de Desargues e algumas transformagdes geométricas ......... 69
Paralelismo e perpendicularnidade......c.coue e 72
Os algoritmos fundamentais da Geometria DescCritiva......ccccceieeiiiiiiiiiiiiiin e, 75
Aplicacao a projeGan OrtOBONAL.....ccuuiieuieiiiiieiie ettt et e et e et e et e ereeeeene e 76

2 (0] 7= [o1- Lo TN PPt 77
REDATIMENTO.c.eutiiiiiiii ettt et e eena e 77
Mudanca do plano A€ ProJEGA0D ..cuuienien ettt et e te e e e eeeeneensensanaenns 81
Aplicagc@o a ProjeCa0 CiliNAIICA ..vuivniiiiii e e e ea e eansaneanaanaas 81
APLICACAOD A PrOJEGAO COMICA ..ivuuiirniiiiiiiiieetieetiertieeteetertusetuseenesenseenssenssnnssensssnesensanns 83
Introducdo aos sistemas de representacdo e sua inter-relagao .....cccuevviiiiiiiiniiiiiniineiniinenns 85
8]0 s W= Gl an] o] (ol o] ¢- 1o o J AP PRPRPRN 90
DPO, MPQO e sistema Cotado .......ccueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 91
Da DPO a0 Sistema AXONOMEBIICO «...cvuuriienniiiiiiiiiieiieii ettt et e et et e eanaes 96
AXONOMELIIa OMTOGONAL. .. eeiin ittt et et s e e e e e eneeaesensensensenens 96

PV (oY oY g =T A= 1Ko] o1 o [ = S 98

Da DPO a0 SiStema CONICO c.uuiivniiiiiiiiiiiiiiieii ettt ettt et s een et e eane s 99
Integracéo dos sistemas de representacdo em ambiente digital.........ccoeeeeeeienrennnnnenns 100
Andlise de uma aplicagcdo de desenho digital......cccceeuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiir s 101

T aTo] E= N el (oY [=Yot= [o N @] 5 (] (o] o F- | AN PR 104
Representagao € analiSE dO PONTO...cuue ittt e e e e e e e ea e eenaeens 104
Representacdo e analise do segmento de reta .....vvuveuiiiiiiiniiieiiie et eeeens 105
Representagao € aNAliSE da rEta.....ciuuiiue i ittt et e e e e e e eaeeanesanaenns 106
Representacdo € analiSE dO PlanO ....uu.iiuiie ittt e e e e e e e e e e e eeaeens 108
Operacgodes relacionadas com o ponto, areta € Plano ......c.cvvevieiiieiiiiiiiiiiiiiiie e eeieeeaens 109
RElaGOES 0B PEITENGA . cuuiie ittt et e te e et eeeeeeranseneeneensenssnssansensensennenns 110
Paralelismo e perpendicularidade......ccc.ieiiiiiiiiiiiiieie e e e e 113



Conducgédo de umareta paralelaaumaretadada .....ccooeeevieiiiniiiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeens 113

Conducgédo de uma reta paralela a um plano dado € ViCe-VErsa......ccceeueveuvenrennnennns 113
Condugdo de um plano paralelo aum plano dado ......ccceceeiiiiiiniinniniinneeneeeeeeenns 113
Conducgédo de uma reta perpendicular a um plano dado e vice-versa.........cccccueueen.. 113
Condugédo de um plano perpendiculara um plano dad9.........cceevvevviniiiiiiniinieniennen. 115
) =] €Yol o 1= SRR PPPRPRPRPRY 115
InterseGao entre doisS PlaNOS c...ceuiiniiiiiii e 115
Intersecao entre uma reta € UM PlanO.. .. i iiiiiiin it eeeeaeeeaneanaan 117
DiStAnCias @ ANGULOS ...ceuniiiniiiiieii ettt et e e e e s et e e e s et e eenes 117
Determinacgao da distancia entre doisS PONTOS ..c..cvivuiieniieiiniiiieieiiie et e e 117
Determinacao da distadncia entre um ponto € UM plano......cccevvvviiiiiiiiiieniinienieneennes 118
Determinacgao da distancia entre duas retas enviesadas entre Si....c..ccevevvevnrennnene. 120
Determinacao da distancia entre dois planos paralelos entre Si......ccccceeveeeeieninnnnnnen 121

Determinacao da inclinagao relativa entre duas retas concorrentes ou enviesadas

L2 oL (1= T PP PPT PP 122
Determinacdo da inclinagdo entre umaretae umplano......ccoevvvivinniiiiiniiniininnnennes 123
Determinacdo da inclinacao relativa entre dois planosS......ccveeveviiiiiieiieierenrennennes 123
Representacao de figuras geometricas SIMPLES ..ovuiiviiiiiiiiiiiiiiiir e ee e 124
] (=] = PP PP 124
CoNE e CIlINAIO ...iiiieiiiiiiii et 126
PriSMa € PITAMIAE. ceu it ee e et et et e e e e e ee e sasansansanaanaaans 127
POlIEAIrOS FEBULAIES .. ettt et et e te e e ee et raesansensensanssnnsensensensennanns 128
L= == | o PPN 129

[ (oY €= [=To [ B PP PP PPPP PP 130

1O o £ =T | {0 T PP 131

(D oo [=TozTTo I {0 JU PP PP PPPP PRI 132
[[oToE 1= T=Te | o T PP PP PP 134

O] o Lo = [olo LR (= To 0 =] A A [oT- I IRt 136
Plan oS 1aN NS vttt ettt e e ae e e e e e e e e e e e anaanan 136
L0} o 1= PP 136

O3 175 o [ o TP 138
(o) (=] - P PP PP PP PRPRN 138
InterseccOes, SECCOES € TrUNCAZENS. ... iuieieiiiiteeeneeueeeetereerereeenseneenssensensensennanns 141
PrisSmas € PIrAMIAES . cuu ittt et et et e e e s e e ae et et sasaneanaanaan 141



(070) =TT =X o1 111 s o [ {0 1= IR 145

OpPeragies DOOLEANAS ...ccuuiiiiiiiii ettt ettt et s et et e e e e e rae e eene s 153
Um dos sOlidos tem arestas Projetantes ...ccueiiveiiieiieiieienieiiieiireie e eeeeneeneennas 155

Um dos solidos é delimitado por superfiCies CUrvas ......cceveeeveeireeireeireeineeeneeerennnenn. 156

Os dois soélidos sédo delimitados por superficies Curvas .......covevveeeveeneeeeeeneenreneennens 157
Aplicagao das transformacies SEOMETIICAS c.uu v iiniiiiieeieeeeeeeeritetieeeeneeneeeeeeeneaneees 158

2 (0] ¢ Lo o T PP PPR PP 159

L= 1 g E5] E=ToF- Lo J SRR PR PRIt 160
RETLEXO ettt et et et et et e e e e e e ea e e e e e e 161
HOMOTETIA «. ettt e e 162

LN 1 1T F= o [T PP PPROPPPN 164
HOMOLOZIA .. e ettt e e e e e e e e e eens 165
PlanifiCAGOES .ovuiiiiiiiii ettt et et et e et et e e e et e e e e e e eaeaneaneaeaaaans 167
Aplicagdes da MPO (incluindo a DPO e sistema cotado)....cccceeviiiiiiiniiniinineiininneennennnns 173
COMPOSIGAO AE VOLUMIES . ettt ettt ettt et et et et et e e een e enn e eeneeanenns 173
Modelacao de coberturas com superficies de pendente constante ........ccccceevienennnnns 176

M [oTo [T E=Toz=To o [ {=T ¢ =] oo - PRI PPRRN 178
MOVIMENTO ceetiiiiiiiii ettt et et et s et s e tae s eane s etaaeeanes 183
0] 0] o] = 1= ST PR P PPRPPPPN 184
=T ST o T= 4 1V Z- 1S 190
Y o1 HAVZ= =) o] g Lol g 1<) 4 4 [oF- F PP 190
Axonometria obliqua ou CLINOZONAL .....cuuiiiiii i e e e aaeas 191
AXONOMELITIA OMTOGONAL ceuuieiiiiiiniiii it ettt eee et rensene e enanesansensensannens 197
Representacao do ponto, reta € Plano ... iiiiiiiiiiie e e e aaas 203
Representacdo de formas geometricas SiMPLES c...vieiieiiieiiieiiie et ereeeeeeaees 205
O] oT=] - Tofo L R = (S To] g 1= ] A [oF- - F OO PU PPN 207
Aplicacdes da perspetiva aXxoNOMEBTIICaA. ...ciuiiiiiiiiiiiiie e ee e e e et et eaeersaneanens 209
COMPOSICAO B VOLUMES c.vniiiiiiiiieiieiieiee ettt reetue e eneee st senstnsensenssnssnssessensensensennes 209
Representacao de volumes descritoS €M MPO ......couiiiiiiiiiiiiiiiiiiie et eeaeees 210
AXONOMEtria eXPloAida ... cue e et ee st e e ee e e eaeaea e e ens 212
R0 001 o] = 1 PPN 213
Y 6] 1= 41 V7= W eTo] o1 [T FOu P 214
Perspetiva de Um ponto de fUZa .....iunieiiiiiiiii ittt et e e ceeeesesaneeneanns 219
Perspetiva de dois pontos de fUZa .....cuiniiiiiiiiiiiii e e e e e 226



Perspetiva de trés poONtoS de fUBA.....uviuniiiiiiiiiiiiii ittt et et et et eeeeeeeeaeees 232

Representacdo do ponto, dareta € do plan0....c.ceeeeiieiiiiiiiiiiiiiiiiiee e 239
Direcéao, orientagao, proporgcéo, dimensao e posiCa0 — SiNteSEe .....cvvvvevivieieniiniennnnns 241
DireGa0 € OMENTAGAOD .. ieu it 242

|2 o] oo ] (o1-To TN PP PN 244
DiMENSA0 € POSICAOD wuivuiiniiiiiiiieieiii ettt etiete ettt taeeansensansanetuesussessessansensenesnnes 247
Representagdo de formas geomeétricas Simples ......ceuevvieiiiiiiiiiiieiiiiieiie e, 251
OPEraCOES GEOMBTIICAS. i iiuiiniiiieeieeieetettett it rtieteeueeaeeansenstnrtnstnstnesnssessessansansenernnes 253
Aplicacoes da PersSpetiva CONICA ..uu.iiuiiueiiie ittt eie et et etieete et eeeeeeeeneeeneennsannesnnsenns 255
ComposiGao e ideagao de VOLUMES......iiiuiiiiniiiiiiieiie et ettt et e eeee e ereeeeenees 256
Representacao de volumes descritos em MPO ou axonometria.......coeeueeeeeveeeienennnnnns 257
Visualizac8o de eSPagOS INTEIIOIES ...ieeiieiiiiii e e eneee 260
1070] 8 (=Y o1 €1 o o111V To [ J PRSP RRN 261
0] 0] o] = 1= PSP PR PPPPPPN 261
Reflexo em eSPelno PlanO .. .. ve et eeeee e e e e eans 263
Sistema Integrado de REPreSENTAGAD ... vuiiuiiiiii it iie et et e te e e sasaneansanesnees 266
PARTE Il - Modelagao geométrica tridimensional.......c..ceeeeueieeieriiiiiiiicreiiie et eeeneees 271
L) dfoTe (U o2= o IS 271
Nocdes essenciais de Geometria No ESPacgo Il .....cuiviiiiiiiiiiiiiic e, 271
PONTOS € VETOIES ...iiiiiiiiiiiiiiiii e 272
Produto iINTEINO...ccuuiiiiiii ettt et et st ee e 272
Produto €XIErNO ......viveiiiiiiiiiiii e 273
LiNNaS € SUP I ICIES . tuiiiiiiiieei ettt et e e e et et et eaeaereenesnessessnssnranesneenns 274
Incidéncia entre ponto, linha € SUPEITICIE ceuuivniiiiiiiii s 274
Reta tangente a uma curva e a Uma SUPEMICIE ...iuuiiueiiueiiie ittt et eveeeeeeae s 275
Plano tangente a uma curva e plano osculador a Uma CUIVa ......ccecveuieeeenneeneeeceneennnnns 275
Triedro de Frenet—Serret.....ccociviiiiiiiiii ettt et e 275
Circunferéncia osculadora e esfera osculadora .........coeeeeuieiieiiiiiiiiiiiieieciiee e 276
Curvatura e torgado de uma linha CUMVa .....couiiiiiiiiiiiii et ee e eee 277
Continuidade GEOMELriCa ENTIE CUMVAS.....iuuiiiuiiiie ittt ete et e e eee e e e eeeeeeeaaaenns 277
ParaleliSmo entre CUIVAS .......ciuuviiiiiiiiiiiiii i 278
Plano tangente € reta NOIMIAl c.ou.ee i e e eae e e e e anes 278
Plano normal € SECGA0 NOIMAL.....iuiiuiiiiiiii i riiriie ettt et et eeeeeeneeneasasenrensennanns 279
Curvatura de Uma SUPEIMICIE c.uiuiiiieiieii ettt e e e e et et eaesasa s e aaaaas 279



Linhas geodésicas, linhas de curvatura e triedro de DarbouX.........cceueevueeineineinnennnen. 280

Intersecéo e continuidade geomeétrica entre superfiCies .....ccocoeveeeeeeiieiiieiiecreinnenene. 281
Paralelismo entre linhas e superficies € entre SUPErfiCies ...ccccevvviiiiiiiiiiiiieiiiiiinienenns 282
Representagao parameétrica de linhas € SUpPerfiCies .....cciuueviueiiieiiieiiie it eeieees 282
T o = 1 PP PPRRR 286
Criterios de ClasSIifiCAGAD ... iuu ittt et et e e e e e e e eaeeaeeansansansansanaanns 286
Linhas retas € POLiSONAIS ... oiuuiiuiiiiii i et ens 286
Malhas planas € malhas espaciais lINEAreS.......uvviviiiiiiiiiiii e ee e e ens 288
LiNhas deforma liVIe ... c..iueiiiiiii ettt ee e 293
LiNNAS COMICAS .. eitiiiiiieiie ettt et ettt e et e et e et s e teaeeeneseteneeeenesennanenenes 294
Bézier, B-Splines @ NURBS ... ..ottt sttt st e e e e saesasansansansanaans 296
CUINVA AE BBZIBK .. ettt et ettt s e e et s et s e eene e eensereneeenanas 296
CUNVA B-SPLlNE it ee ettt st s e et e e e e e e e aeaea e e e e aaaaan 297
CUNVa NURBS ...ttt et et et et et et et eeaeeeaeeneeensenaeneensannsanns 302
10T 1T o { e[ TSP 304
Criterios de ClasSifiCAGAD cuuiv ittt et et s e e e e s eeeaeeasnnsansansnnaanns 304
Plano € regiOes Planas ....ce ettt ettt ettt et e e e e e e e e e eens 305
Malhas esSpaciais faCEtAdAS . ..i.iiiiii ittt e e e e easasan e e e e aes 305
[aLo]UT=To [ o 1= PRSP PP 307
Piramides, prismas € PriSMOIAES ...ciuiiuiiiiiiiiiirieeieeieeeeieeee et eeeeeeneeteetesesaesaerneanns 307

PN g N 4] o1 4] 0 1 F= T TSP 308
POlIEAIrOS FEBULAIES .. ettt et et e te e e ee et raesansensensanssnnsensensensennanns 309
POLIEdroS SEMI-TEGULAIES ...ovuiiniiniiriieiieeieie et et et e ee e eneeeerenrenrensensensenssnssensensensennanns 309
Poliedros de Catalan .........c.viiuiiiiiiiiiiii et et e 312
CUPULAS BEOUBSICAS. e euuiieniiiiii ittt ettt ettt tte et et e tasateseansaunsannsanssansenssenssanssennsennns 313
SUPEITICIES FEEIATAS t.uiviiiiiiii it ie et ee et et et e teete et et san st sansanasnesnasnnsensensenseneennes 314
SUPErfiCIES PlANITICAVEIS .. vniiiii et e e e e et e e s e s e e e e e ees 314
Superficies cOnicas € CIlINANICAS ...cuuiiueiiiiiie e e e e e e e e e ee 315
SUPEIfICIES TANEENCIAIS cuuitiiiiiii ittt e e e e e e e et et eaeensanaens 315
Superficie de pendente CONStANTE .....ciuiiiiiiiiii e e 316
CONVOLULAS ..coeuiiiiiiiiiii it et e e e e 317
Plano tangente a uma superficie planifiCavel ........ccouviiiiiiiiiiiiiiieee e, 318

(B e V1 ToF= [o1- Lo TR P PP TP PRPPRPPRN 318
SUPEIfICIES BMPENAUAS c..ciuiiiiiie et e e et et et et e aeeaestestessessnsanssnssnases 319



Caso geral de uma superficie empenada definida por trés curvas.........ccceeueveunnennns 320

Paraboloide hiperBOLICO ...cu.iieeiii e e e e eaas 321
HIiperboloide regrado ... .u.ieniiiiiiiiiii ettt et s e e easaesaneaneaneannan 323
SUPEITICIE A CONOIAE cuuiiieiiiiii ittt et et et st e eeeaesaneeaneaneannees 325
Superficie de CIlINAroIdE ....iueiviiiiiie et e e e eaeaneaneanaens 327
Tetra@ArOIdE ..cvueiiiiiiiiiii ettt et e e aa e ee 328
Superficie de arCO ENVIESATO.....iiuu ittt ittt ettt et et et eeaeeanseaaeennees 329
Plano tangente a uma superficie empenada simplesmente regrada........c..cccceunenen 330
SUPEIfiCIES A FEVOLUGAOD ceuuiiiiiieiii et ettt ettt et e et s et e et e eene s eraaeeenes 331
REVOLUGEAO CIFCULAT . c..ieiiiiiiiii ittt et et et et et e e e 331
TN oT=] g i (el 1= R (o] 4 (o - H PP 332
Esferoide ou elipsoide de reVOlUGEO. ... .ceuiieniiiiiiieii e e e 333
Paraboloide de reVOLUGAO .....uuiiiiiiiiii ettt e e e e e et sasansansansanasnnan 334
Hiperboloide de revolugao de duas folhas .......ceuviuiiiiiiiiiiiiiiii e 335
Hiperboloide de revolugdo de uma folha.......cooveeiiiiiiiiiiiiiii e, 336
REVOIUGA0 ELIPTICA et ittt et e e et e e e e e e s e s aeensansansansansanaanns 337
PSEUAO rEVOLUGEO ..ceueeeiiiiiiiii ettt ettt ettt et et et et et et et e e eenaees 337
SUPErfiCIES TraNSlACIONAIS civu ittt et eee e e et s et e ee e sansansansansanssnnnn 339
(@ U F=To g o= 1< TN 340
SUPEIICIES NURBS ...ceiiiiiiieieie ettt e ettt et e et et ea et eaneaneenesnassssnsanssnesnesnnes 341
EST0] 1o Lo - JH PSP PPPPPR 346
OPEraCOES BEOMEBIIICAS. ciiuuiiuiiieiiieiiietie e e et eteeteeteete et et senesensaeassenssenssnnssenssenssnnsenns 347
YU oYo LAV IT: (o o LI TU T o Y=T o (o] 1SRN 347
CONCOMAANCIAS civuiiiiiiiii ittt ettt et s et s e taa s eene s etanseenesennasenes 348

Concordéancia entre um hiperboloide de revolugéo de duas folhas e um paraboloide de

(517 0] 10 o= o PRIt 348
Concordéncia entre o hiperboloide regrado e o paraboloide regrado ..........cccceeennene. 349
Geracao de uma superficie por concordancia Com OULIa .....cceueeueevneeeneeeneeeeeneennnnnn. 350
Intersecdes € 0peraGiesS DOOLEANAS ....cvuiiniinii e 351
IntersecOes planas em superficies QUAAINICAS ... iuuiieiiiieiiie it e 352
Intersecao ciclica No EliPSOIAE covuuiiniiiieii e e e aes 352
Intersecao parabdlica no hiperboloide regrado .......coeeeveeiviiiiiiiiiiiiiiiiiireereereee, 353
IntersegOes planas em superficies de reVOlUGAO0.......vvuiiuiiieiiieiiie it eveeveeeies 354
Intersegdes entre superficies conicas (incluindo as cilindricas) ......cceeveeeeeenneinnennnee. 355



Intersegdes entre superficies de revolugdo com eixos concorrentes .......ccceevueevnnennee. 356

OpPeragies DOOLEANAS ...ccuuiiiiiiiii ettt ettt et s et et e e e e e rae e eene s 356
TransformMacOEs SEOMEBTIICAS vttt e et et een et seneeneeassassansansensenssnnees 357
ISOMIBEIIAS ettt ettt et et et et et e e e 358
DilagcOes € SEMELINANGAS. . .ii ittt ee e eeeee st e e e ae e easansansansanannns 359
TransfOrMaCOES AfiNS cuiu it re et et e e e ee e eaesansaneaneanens 359
TransformMaCOEs PrOJETIVAS ...cu ittt et ettt ee e e eeeeeee e e ens 360
TransformMacOes tOPOLOZICAS . ivuiin ittt tie et eeea e ee e eaesnssansensansennees 361
APLICAGOES ettt ettt e st sttt s e st s anaee 365
MOdElaGa0 PAraMEBIIICA «eeuuniienieiii ettt ettt ettt e e et e e teeeeene s eteaeeeenesennanenenes 365

(S (gOL (U] ¢-ToF- [oXo [N U] 0 a1 o] (o] -] (o J U PSPPI 368
MOdelaGao de EdIfiCIOS «.evuuiienreiii it ettt e eee e et e eene s e e eeenes 372

[ [oTo LY - Tot=Tolo [N (=] ¢ €=] 4 Lo - SO 376
EStErEOtOMIA ceeeeiiii ittt ettt e e e 378
FOIMAs OFBANICAS «.uuiiinieiii ettt ettt et ettt e et s et e et s eteaeeenesetaaneeenesennnnenenes 379
PARTE lll - Captura da Realidade ........ivuiiiiiiiiiiii ittt et seeee e e sasasansanaaans 381
R C] (o =T (o =T T PP PPPTPRR PPN 383



Introducao

A geometria tem multiplas aplicagdes em variadas areas de atividade do homem, desde as
artes e oficios as ciéncias e tecnologias. Exemplos como o estudo das 6rbitas dos planetas, o
estudo das estruturas cristalograficas, a produgéo de mapas, a medigéo de estruturas
construidas, a elaboracao de projetos de arquitetura, a concegcao de maquinas ou objetos do
quotidiano, ilustram bem o lugar central que a geometria ocupa. E num mundo em que a
Inteligéncia Artificial esta por todo o lado, também na geometria isso trara seguramente
impactos. Veja-se o exemplo do projeto AlphaGeometry da DeepMind que conseguiu
desenvolver um sistema que resolve problemas de geometria euclidiana de forma sintética.

Este documento é uma reflexado sobre a nossa pratica pedagégica e cientifica dos ultimos 25
anos na Faculdade de Arquitetura da Universidade de Lisboa. Nesse sentido € uma afirmagéo
da area disciplinar da geometria e pretende preparar o caminho para, pelo menos, 0s proximos
25 anos. Um conteldo pedagdgico, embora circunscreva uma ou varias areas tematicas, ndo
se reduz a um programa ou indice de conteudos. Um conteudo pedagdgico € uma fusao entre
conteudos e estratégias para a sua implementagéao e s se concretiza verdadeiramente no
processo de ensino e aprendizagem que, fica necessariamente amputado se algum dos lados
envolvidos, docente ou discente, ndo estiver presente. As estratégias ndo devem estimular a
mera copia ou a simples associagao de ideias. Devem verdadeiramente promover o
pensamento criativo. Isto é, nem tudo deve ser dado de bandeja. E preciso dar o espacgo e as
condicoes para que se desenvolva a curiosidade, a reflexdo e para permitir o prazer da
descoberta por parte dos estudantes e, por que néo afirma-lo, do docente. E para contribuir
para o atingir desse objetivo que produzimos este trabalho.

O momento tornou-se oportuno a propdsito da preparagao das chamadas Provas de Agregacéao
a que, a determinada altura, os docentes universitarios tém de submeter-se se almejarem
progredir academicamente.

Focamo-nos na geometria descritiva e no seu papel na formagao em arquitetura e design. Tem-
se aqui um entendimento alargado do que é geometria descritiva incorporando tanto a
modelagdo 2D, tradicionalmente veiculada através do desenho analégico e hoje expandida ao
desenho digital, e a modelagao 3D, tradicionalmente tornada possivel através da producao de
modelos fisicos e atualmente potenciada pela modelagéao digital. Note-se que a utilizagao de
modelos tridimensionais em geometria descritiva sempre ocorreu. Uma das expressdes mais
interessantes desta utilizagéo foi desenvolvida por Theodore Olivier, no século dezanove, com
os seus modelos articulados, na esséncia paramétricos, de superficies e suas intersegdes.

No que concerne a arquitetura e ao design, a geometria descritiva desempenha um papel
fulcral a trés niveis fundamentais.

Primeiro fornece as bases para o entendimento dos sistemas de representagao. Quer seja
através de métodos analdgicos tradicionais ou métodos digitais, ha sempre a necessidade de
entender e operar sobre os pardmetros que determinam a representagcao e o modo como se
olha para os objetos. Este é o foco da PARTE .

Em segundo lugar participa na fundamentacéo e suporte da estruturagdo da concegéo da
forma. O conhecimento de principios e estruturas geométricas funciona como um repertério
que potencia a criatividade. Ao ampliar o espacgo dos conceitos, a mente expande o dominio



das associagoes possiveis, torna-se mais recetiva e capaz de interpretar e criar. O foco da
PARTE Il consiste no estudo de algumas destas estruturas e principios.

E em terceiro lugar, consubstancia-se como um interface entre o mundo fisico e o mundo
mental, e fa-lo de varios modos. O modo menos tangivel como o faz relaciona-se com as
operacgdes mentais que permitem estabelecer nexos entre os dois mundos, capacidade que
deve ser cultivada por arquitetos, designers e engenheiros. O modo mais pratico e operativo,
quase metafora do anterior, corresponde a atividades de medic¢ao do real levando a sua
representacao e a atividades de concretizagao fisica tridimensional a partir de representagoes
de diversos tipos. A PARTE Ill corresponde a uma espécie de retorno as origens da geometria
como medigdo e concentrar-se-a nos métodos da fotogrametria e do varrimento laser e em
algumas aplicagdes destes no ponto de vista do estudo da geometria. Também se abordara
superficialmente o tema da fabricacéo digital.

Como ponto prévio a entrada nos trés blocos acima referidos, comegamos por fazer uma
exploragao da paisagem das geometrias no sentido de perceber o lugar da geometria descritiva
no meio dessa paisagem. Pareceu-nos fundamental esta abordagem porque ao perceber o
lugar que a geometria descritiva ocupa também se consegue melhor entender os nexos que se
podem estabelecer entre esta e as demais geometrias e afirmar aquilo que é o cerne da
disciplina. Na sequéncia dessa visita panoramica passamos pelo tema da geometria como
suporte da representagdo e como estrutura da forma. Aqui pretendemos estabelecer o papel
fundamental da geometria em areas como a arquitetura ou o design. E para abrir a porta a
geometria descritiva propriamente dita, terminamos a introdugéo propondo um pequeno
exercicio pratico.

Ao longo do texto, a partir da PARTE |, vdo sendo deixadas perguntas ao leitor. Procuramos
deixar essas questdes apds termos dado previamente indicagdes que entendemos serem
suficientes para que o leitor lhes possa dar resposta. Adicionalmente incluimos, em caixas de
texto, sugestdes de pratica apods os varios pontos tratados.

As geometrias

Se procurarmos no dicionario a definicdo de geometria encontramos qualquer coisa como
“parte da matematica cujo objeto é o estudo do espaco e das figuras que podem ocupa-lo”.
Mas logo de seguida, outras designacodes e respetivas definicdes aparecem. Temos por
exemplo geometria absoluta, geometria algébrica, geometria analitica, geometria esférica,
geometria euclidiana, geometria nao euclidiana, geometria sintética, geometria diferencial,
geometria computacional, geometria projetiva, geometria descritiva, geometria plana,
geometria no espaco, etc. E a lista seguramente nao fica por aqui. Quer isto dizer que ndo ha sé
uma geometria? E o que é que distingue as varias geometrias? Nao pretendemos dar aqui um
resposta definitiva e exaustiva, mas interessa-nos pelo menos discutir possiveis critérios de
classificagdo das geometrias que nos permitam agrupa-las com alguma légica e que nos
permita perceber o lugar da geometria descritiva no contexto mais amplo das geometrias. E
com isso, mostrar aos estudantes de design, arquitetura e engenharia que a geometria
descritiva ndo é a Unica geometria que existe. Assim, podem ser abertos outros caminhos de
exploragéo aos que tiverem curiosidade para o fazer.
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As origens da Geometria

As origens da geometria remontam a uma interessante ligagao entre direito, politica e discurso
por meio de uma atividade pratica de medigao da terra, do céu, conforme nos diz Michel Serres
(1999). No antigo Egipto os agrimensores eram uma classe de funcionarios do estado que
estavam encarregues de repor os marcos de divisdo das propriedades que eram
periodicamente arrasados pelas cheias do rio Nilo. Essa atividade era de extrema importancia
porque dela dependia a retoma das atividades agricolas e a boa cobranga de impostos. A
observagao 6tica dos céu e da terra também ocupava os gedmetras antigos por diversas
ordens de razdes. Eratdstenes estimou o raio da terra através da observagao simultanea das
sombras em dois pontos distintos. Os construtores das pirdmides seguramente precisaram de
métodos de medigao para implantar e controlar os processos de construgéao. Tales mediu a
altura das piramides do Egipto através da comparacao da sua sombra com a sombra de um
bastédo. Os exemplos sdo inumeros. Esta origem pratica, a que a palavra geometria deve o seu
étimo, “medida da terra”, tera dado origem a areas como a topografia, a cartografiae a
astrometria. Através das praticas de medigéao e considerando uma origem discursiva, os
gedmetras foram acumulando e transmitindo regras e resultados para o calculo de
comprimentos, dngulos, areas e volumes. Até que chegou uma momento, em que 0s
gedmetras ultrapassaram as preocupagdes meramente praticas e, verdadeiramente, a
geometria constituiu-se como uma atividade do intelecto. O momento chave para esta
mudanca de paradigma foi protagonizado por Euclides no sec. lll a.c.. A geometria que assim se
originou ficou cunhada como geometria euclidiana.

Da geometria euclidiana a topologia

Comecamos esta viagem pela geometria euclidiana. Fazemo-lo porque esta geometria é a
que pode ser considerada como mais concreta e familiar para a generalidade dos estudantes.
Mais concreta porque no espago proximo aparenta ser a que melhor permite descrever os
objetos ao nosso redor. Mais familiar porque lida com as ideias comuns de distancia, angulo,
paralelismo e perpendicularidade. Por esta razéo, nesta geometria, € possivel distinguir entre
um quadrado, um retadngulo, um paralelogramo, um trapézio e um quadrilatero genérico. Nesta
geometria o infinito ndo é considerado. Tudo é feito considerando dimensdes finitas que podem
ser estendidas tanto quanto se queira. Em sintese, pode dizer-se que a geometria euclidiana se
ocupa do estudo das propriedades que se mantém invariantes sob um tipo de transformacoes
que se designam por transformacoes rigidas. Estas incluem a rotacéo, a translacao e a reflexao.
Neste sentido, a geometria euclidiana é a mais especifica e particular, no sentido em que
introduz o maior nimero de restricdes. A nogao, de que uma geometria se ocupa do estudo das
propriedades das figuras que permanecem invariantes sob um determinado grupo de
transformacgdes é muito importante e funciona como um critério para a classificagédo das
geometrias. Esta ideia foi introduzida pelo matematico Felix Klein na segunda metade do sec.
XIX.

Passamos agora a geometria afim. Podemos dizer que se subtrairmos a geometria euclidiana
as nogcoes comuns de distancia e angulo ficamos com a geometria afim. Do ponto de vista da
caraterizagdo desta geometria como o estudo de propriedades invariantes, podemos dizer que
a geometria afim se ocupa daquelas transformagdes que preservam o paralelismo e que, em
geral, ndo preservam distancias nem angulos. Assim, nesta geometria ndo ha distingéo entre
quadrado, retangulo ou paralelogramo. Também nao se distingue circunferéncia e elipse. Para
melhor entender esta geometria, é util considerar o infinito. Considera-se que cada reta tem um
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ponto no infinito, cada plano tem uma reta no infinito e que o espaco tridimensional tem um
plano no infinito. Considera-se ainda que estes elementos do infinito sao fixos. Em relagao as
retas, diz-se que séo paralelas se tiverem em comum o ponto do infinito; em relagdo aos
planos, diz-se que sao paralelos se tiverem em comum a reta do infinito. Estes elementos do
infinito dizem-se improéprios ou ideais. A elipse € uma cénica sem pontos no infinito, a parabola
tem um ponto no infinito e a hipérbole tem dois. Generalizando, podemos dizer que a geometria
afim se ocupa das transformacdes que preservam os elementos no infinito. Estas, designam-se
por transformacdes afins e incluem a homotetia, o cisalhamento e a escala nao uniforme.

Subindo mais um nivel, chegamos a geometria projetiva. A passagem da geometria afim para a
geometria projetiva deixa cair a nogcao de paralelismo. Agora ja nao € possivel distinguir entre
um quadrado, um retdngulo, um paralelogramo, um trapézio e um quadrilatero; apenas ha
quadrilateros e quadrangulos. Nesta geometria ndo ha diferencga entre elipse, parabola e
hipérbole; apenas ha cdnicas. Isto porque o espago estendido ja ndo distingue os elementos
improprios dos demais; estao todos ao mesmo nivel. Na geometria projetiva as retas
intersetam-se sempre bem como os planos ou as retas com planos. Na geometria projetiva sao
invariantes a incidéncia e natureza das linhas, isto é, sob uma transformacéao projetiva uma reta
é transformada noutra reta, um plano é transformado noutro plano, uma cénica noutra cénica,
e um ponto de intersecao entre duas retas é transformado no ponto de intersegéao das retas
que lhe correspondem. Porém, na geometria projetiva as transformagdes geométricas nao tém
de preservar os pontos no infinito, o que significa que nao ha verdadeiramente uma diferenca
entre os elementos imprdprios e os elementos préprios, como ja haviamos notado. A diferenca
entre a geometria afim e a geometria projetiva € que naquela se fixam os elementos imprdprios
e nesta todos sdo equivalentes. Estas designam-se por transformacgdes projetivas e incluem as
perspetividades e as projectividades. Assim, pode considerar-se que a geometria afim é um
caso particular da geometria projetiva. Se a geometria euclidiana é a geometria da régua e do
compasso, a geometria projetiva é a geometria da régua, como nos diz Coxeter no seu livro
Projective Geometry (1974).

Por fim chegamos a topologia. Esta geometria torna-se mais geral no sentido em que implica
reter da geometria anterior apenas a nogao de incidéncia e de continuidade. Agora, uma linha
reta pode ser transformada numa linha curva, e um plano numa superficie curva. Porém, se
considerarmos os pontos vizinhos de um dado ponto, sob uma transformacao projetiva, estes
pontos sao transformados nos vizinhos do ponto transformado. Intuitivamente, podemos falar
de uma transformacéao topolégica quando enchemos um balao (sem rebentar), dobramos (sem
partir) um arame, deformamos (sem romper) uma borracha. Nesta geometria ndo ha distingéo
entre um cubo, uma esfera ou um copo. Isto é, sdo objetos topologicamente equivalentes ou
homeomorficos. Isto é, é possivel deformar cada um deles, continuamente, até chegar a outro.
Neste sentido, um toro e uma caneca com uma asa também sao homeomoarficos. O mapa das
estacdes de metro da cidade de Lisboa € uma representagao topoldgica. Nessa representacgao
nao interessam as distancias, as direcdes nem as configuragdes reais das linhas. Apenas
interessa a sequéncia das estagdes e os cruzamentos das linhas. O grafo das relagdes entre os
espacos de um edificio também é uma representacéo topolégica. Nao é relevante a dimenséao
dos compartimentos nem as distancias que é preciso percorrer para ir de uns aos outros, nem
a forma do edificio. Apenas interessam as relagoes de contiguidade, isto €, as ligagdes entre
eles. Assim, dois edificios podem ser considerados topologicamente equivalentes se os
compartimentos se ligarem do mesmo modo mesmo que um tenha 50m? e outro 5000m?. As
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transformacdes topoldgicas designam-se por homeomorfismos. Assim, pode considerar-se a
topologia como a mais geral das geometrias.

Fez-se esta viagem como uma subida, da geometria euclidiana (a mais particular) até a
topologia (a mais geral). Fizemo-lo porque esse foi o sentido histérico da evolucao da geometria
e porque, num certo sentido, a geometria euclidiana esta mais préxima do mundo do dia a dia
que nos rodeia. Mas a narrativa podia ter seguido a ordem inversa, indo do mais geral para o
particular. Nao o vamos fazer de forma detalhada, mas vamos considerar esse sentido para
incluir uma referéncia breve as geometrias nao euclidianas.

Quando relacionamos a geometria projetiva com a geometria afim, afirmamos que se podia ir
desta para aquela fixando elementos no infinito e dizendo assim que, na geometria afim, se
fixou um ponto no infinito para cada reta, uma reta no infinito para cada plano e um plano no
infinito para o espaco. E deste modo fixou-se a nogéo de paralelismo. Depois afirmou-se que a
geometria afim trata das transformagdes que mantém invariantes os elementos improprios,
isto é, sob uma transformacgao afim, a um ponto impréprio corresponde sempre outro ponto
impréprio e a uma reta imprépria, outra reta improépria. E o que aconteceria se, em vez de cada
reta conter apenas um ponto improéprio, contivesse dois pontos impréprios? Sem entrar em
detalhes técnicos que estdo muito para além do ambito deste texto, dai resultaria que no plano
seria de considerar fixa uma coénica imprépria, ndo degenerada, e no espago uma quadrica ndo
regrada improépria, ndo degenerada. A consequéncia que daqui resulta é o aparecimento das
chamadas geometrias nao-euclidianas. Assim, se a cdnica, no caso do plano, e a quadrica, no
caso do espago, forem reais, obtém-se a geometria hiperbolica. No caso de serem
imaginarias, isto €, se ndo puderem ser representadas por nimeros reais, obtém-se a
geometria eliptica. Neste contexto, é costume a geometria euclidiana designar-se por
geometria parabolica. A geometria hiperbdlica plana é a que se desenvolve no interior da
conica tomada como elemento improéprio fixo. Nesta geometria, uma reta pode ser vista como
a corda que une dois pontos impréprios. Um dos modelos comummente utilizado para
visualizar a geometria hiperbélica é o disco de Beltrami-Klein. Neste contexto, a geometria
euclidiana plana aparece quando, apds se fixar uma reta imprépria, se fixa uma involugao
elitica sobre essa forma imprépria, o que permite o estabelecimento da perpendicularidade e,
subsequentemente uma forma de medir angulos e distadncias. Para um maior detalhe sobre a
relagdo entre as varias geometrias sugere-se a consulta dos livros “Fundamental Concepts of
Geometry” (Meserve, 1954) e “As geometrias” (Godeaux, 1936).

Estas geometrias trazem consequéncias importantes e obrigam a repensar as nogdes de
paralelismo. Se redefinirmos a nogao de paralelismo entre duas retas como néao havendo
intersecao entre elas, fica 6bvio que na geometria hiperbélica, observando o disco de Beltrami-
Klein, por um ponto exterior a uma reta passa mais que uma reta que lhe é paralela. Se
considerarmos como paralelas as retas que partilham um ponto no infinito, entdo por um ponto
exterior passam duas retas paralelas a uma reta dada.

No caso da geometria eliptica € comum considerar a superficie da esfera como um modelo
para o seu desenvolvimento, dando origem ao que se designa por geometria esférica. Neste
caso uma reta € um arco de uma circunferéncia maxima. Fica 6bvio que nesta geometria ndo
existem retas paralelas. Se estendermos dois arcos de circunferéncias maximas na superficie
de uma esfera, estes vao sempre acabar por se intersetar. Na verdade, hd alguns detalhes que
tém de ser considerados para que a geometria esférica possa ser considerada como uma
geometria eliptica, mas a sua explicagao esté para além do ambito deste texto.
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Se generalizarmos esta ideia, proposta por Riemann, de que diferentes tipos de superficies
podem servir como modelos para diferentes tipos de geometrias somos levados a introduzir o
conceito de curvatura Gaussiana num ponto de uma superficie. Assim uma superficie de
curvatura gaussiana constante negativa (como a pseudoesfera) pode servir como modelo para
a geometria hiperbdlica, uma superficie curvatura gaussiana constante positiva (como a esfera)
pode servir como modelo para a geometria eliptica, e uma superficie de curvatura gaussiana
constante igual a zero (como o plano) pode servir como modelo para a geometria euclidiana.
Nestes casos a ideia de reta é substituida pela ideia de geodésica, isto &, a linha de
comprimento mais curto entre dois pontos numa superficie. E claro que isto ja implica
introduzir nogdes métricas de distancia e angulo.

A histdria do desenvolvimento da geometria como a dedugao de um conjunto de afirmacgoes a
partir de um ndmero limitado de hipoteses iniciais, designadas postulados, € muito
interessante e rica. Por isso vale apena fazer aqui uma referéncia. Essa jornada comegou com
Euclides (300 a.C.) e a sua redacéo de um tratado de Geometria em 13 volumes designado
Elementos, que compilou, desenvolveu e organizou todo o conhecimento de geometria
daquela época. Para desenvolver a geometria, Euclides considerou cinco postulados, isto é,
hipdteses que, a serem aceites, permitem a dedugdo de um edificio légico de afirmacdes que
podem ser provadas através de um encadeamento de argumentos que, em ultima analise,
radicam sempre nas hipéteses iniciais.

Esses cinco postulados sdo os seguintes:
1. Deixemos que uma linha reta fique definida por dois pontos.
2. Deixemos que uma linha reta possa ser estendida indefinidamente.
3. Deixemos uma circunferéncia ser tragada a partir de um centro e um raio.
4. Todos os dngulos retos sao iguais.

5. Se duas retas forem intersetadas por uma terceira reta, as duas retas estendidas
intersetam-se do lado da terceira reta em que a soma dos angulos internos, desta com
aquelas, for menor que dois dngulos retos.

A par dos cinco postulados, Euclides também considerou cinco axiomas, isto &, cinco
afirmacoes a serem consideradas como verdadeiras a partida e que desempenham o papelde
fornecer regras légicas para os argumentos. Esses cinco axiomas sao:

1. Coisas que sdo iguais a mesma coisa também sao iguais entre si.

2. Se coisas iguais forem adicionadas a coisas iguais, os resultados sdo iguais.
3. Se coisas iguais forem subtraidas a coisas iguais, os restos séo iguais.

4. Coisas que coincidem entre si sdo iguais entre si.

5. O todo é maior que a parte.

Adicionalmente considerou um conjunto de definigdes que, introduzidas progressivamente nos
Elementos, procuram definir objetos ou figuras passiveis de eventual existéncia. Por exemplo
define o que é uma reta, o que sao pontos, o que é um angulo reto, ou o que é uma
circunferéncia. Atualmente, os matematicos consideram que elementos como ponto e linha e
nao sao definiveis sem entrar em circulos viciosos de palavras. Por isso deixam-nos sem
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definicdo e estabelecem-nos como pontos de partida a par das relagdes que podem
estabelecer entre si. Uma fundamentacao moderna da geometria pode encontrar-se em
Fundamentos da Geometria, obra de Hilbert primeiramente editada em 1899 e reeditada varias
vezes e multiplamente traduzida para varias linguas ao longo do século XX (1930).

Munido destes elementos iniciais, Euclides vai construindo, através de proposi¢cdes sucessivas
um corpo de conhecimentos, a geometria euclidiana, que persistiu mais de dois milanos e
ainda hoje é referéncia incontornavel. Com efeito, é a geometria euclidiana que utilizamos para
modelar o mundo na nossa vizinhanga propria.

Durante centenas de anos, os matematicos consideraram que o quinto postulado, que em
termos praticos significa que, por um ponto exterior a uma reta, apenas pode passar uma reta
que lhe é paralela, era muito complicado e que deveria ser possivel obté-lo a partir dos quatro
anteriores. Ora, essa demanda verificou-se sem sucesso. E no século XIX os matematicos
Nikolai Lobachevsky, Gauss e Janos Bolyai, chegaram a conclusao de que néo havia nenhuma
razao logica para nao considerar que, por um ponto exterior a uma reta, ndo pudesse passar
mais que uma reta que lhe fosse paralela. Muito resumidamente, é assim langada a semente
para o desenvolvimento das geometrias nao euclidianas. Esta geometria ficou conhecida por
geometria hiperbdlica. No contexto da investigacao de Bolyai, ficou estabelecida a designacao
de geometria absoluta para a que € passivel de ser desenvolvida apenas a partir dos quatro
primeiros postulados. Mais tarde, ainda no século dezanove, matematicos como Cayley e
Riemman desenvolveram os principios da geometria eliptica.

O trabalho continuo dos matematicos, prolongado pelo século vinte adentro, foi generalizando
as relagOes entre as varias geometrias podendo nds esquematizar essa relagéo através da
figura seguinte.

Topologia

Geometria Projetiva

Geometria Afim Geometria Hiperbdlica Geometria Eliptica

Geometria Euclidiana

Fig. 0.1. Grafo com a relagao entre as varias geometrias (segundo Meserve).

A histéria da geometria, enquanto parte da matematica, pode ser aprofundada através da
consulta de véarias obras indicadas na bibliografia (Katz, 1998) (Estrada et al, 2000) (Boyer,
1996). Estas referéncias podem ser utilizadas também para as secgodes seguintes.
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As dimensoes

Comecemos por exemplo por considerar a geometria plana e a geometria no espago. O que as
distingue é a dimenséo. A primeira € uma geometria a duas dimensoées (2D) e a segunda é
uma geometria a trés dimensées (3D). Em termos de sequéncia légica, nada nos impede de
considerar que possam existir geometrias de dimenséo superior, por exemplo 4D, 5D, etc.,
embora a nossa intuicdo possa resistir a essa ideia. Mas, na verdade assim é. Embora apenas
as geometrias 2D e 3D possam ser integralmente visualizadas e materializadas, se
considerarmos que o nosso mundo fisico apenas contém trés dimensoes espaciais, as
geometrias de dimensao superior podem ser de alguma forma representadas visualmente
através do modo como se podem projetar em duas e trés dimensodes ou intersetar estes
“espagos” de dimensao inferior. Pode fazer-se uma analogia entre a geometria plana e a
geometria no espago que nos pode fornecer alguma intuicao sobre esta questao.

Pensemos num mundo a duas dimensdes. Esse mundo pode conter toda uma variedade de
figuras bidimensionais, por exemplo pontos, segmentos de reta, tridngulos, quadrilateros,
circulos, etc. Mas ndo pode conter uma superficie esférica. Um habitante desse mundo
perceciona uma circunferéncia como um segmento de reta. Serd possivel que esse habitante
crie uma intuicao do que é uma superficie esférica? Uma superficie esférica ao atravessar esse
mundo plano determinara circunferéncias cujo didmetro ira variar. Essas serdao percecionadas,
primeiro como um ponto, depois como um segmento de reta que vai aumentando até atingir
uma dimensao maxima, de seguida como um segmento que vai diminuido de dimenséo, até
voltar a ser um ponto e, por fim, desaparecer. A partir dessa aparicao, esse habitante podera
criar uma intuicdo ou melhorar o seu entendimento do que € esse objeto de dimensao superior,
mas nunca o poderd verdadeiramente visualizar. Se em vez de intersegao considerarmos antes
projecao, podemos elaborar um raciocinio idéntico.

Serad que o mesmo se passa entre o espaco 3D e o0 “espago” 4D? O que significa um “espago”
4D? Quando dizemos que o plano é bidimensional é porque estamos a considerar que pode ser
estruturado e referenciado através de duas diregbes ortogonais entre si. Por extenséo, no
espaco podemos considerar trés diregdes ortogonais entre si. No “espac¢o” 4D, chamemos-lhe
hiperespaco, a sequéncia légica é acrescentar uma nova diregédo ortogonal s trés primeiras. A
primeira vista isto parece nao fazer sentido. E ndo faz de facto do ponto de vista dos nossos
sentidos e das nossas percegdes habituais. Mas ndo podemos esquecer que isso nao é feito no
espaco, mas sim no hiperespaco, onde “habita” uma geometria a quatro dimensoes. Na
figura seguinte representagdo sequéncia entre o ponto (0D) e o tesserato, que ¢é a figura 4D
correspondente ao quadrado em 2D e ao cubo em 3D. O tesserato é composto por 8 cubos, 24
faces quadradas, 32 arestas e 16 vértices. Um tesserato com 2 metros de aresta tem um hiper-
volume de 16m*.

Assim, um dos critérios para classificar as geometrias é quanto a dimenséo. Por exemplo, pode
falar-se de geometria euclidiana 2D, 3D, 4D, nD, geometria projetiva 2D, 3D, 4D, nD, geometria
hiperbélica 2D, 3D, 4D, nD, etc.
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Fig. 0.2. Sequéncia do ponto ao tesserato em projegao 2D.

Para além destas dimensoes inteiras, ha ainda que considerar as dimensdes fracionarias, o que
enquadra a geometria fractal. Nesta geometria, as figuras nao tém dimensdes 1, 2, 3, ..., n.
Nesta geometria pode haver linhas que preenchem completamente o plano, como a curva de
Hilbert (figura 0.3.a), e linhas que, tendo inicio e fim bem definidos, t€m comprimento infinito,
como a curva de Koch (figura 0.3.b). Ou figuras planas cuja area tende para zero, como € o caso
do tridngulo de Sierpinski (figura 0.3.c). E ainda formas tridimensionais cuja area tende para
infinito ao mesmo tempo que o volume tende para zero, como € o caso da espoja de Menger
(figura 0.3.d). Em cada um dos casos estao representadas trés iteragdes do processo de
construgédo das figuras fractais.
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Fig. 0.3. Objetos fractais: a) curva de Hilbert, b) curva de Koch, c) Tridngulo de Sierpinski, d) Esponja de Menger.

Na geometria fractal a ideia fundamental é a auto semelhanga. Isto é, réplicas da figura inicial
podem ser vistas se ampliarmos uma parte da figura. E se nos afastarmos da figura inicial,
também percebemos que esta é uma réplica de outra que existe a uma escala superior. E
quase como se as figuras fractais nao tivessem principio nem fim e, sendo observadas com
qualquer nivel de aproximagéao, se auto replicassem em diferentes escalas. Uma figura icénica
da geometria fractal é o conjunto de Mandelbrot que representa uma regido do plano complexo,
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cujos pontos e respetivas coordenadas, consideradas como valores iniciais numa determinada
funcéao, aplicada de forma iterativa, resultam em outputs contidos numa area limitada. O que é
interessante nesta figura é que tem uma fronteira fractal, isto €, se ampliarmos a figura vamos
ver regides de auto semelhanca.

Este e outros temas podem ser estudados com mais detalhe no livro “Geometria, Temas
actuais” de Eduardo Veloso (1998).

Geometria sintética e Geometria analitica

Quando se distingue entre geometria sintética e geometria analitica referimo-nos ao tipo de
abordagem ao estudo da geometria mais do que a geometria em si.

A geometria sintética corresponde ao modo como tradicionalmente a geometria é estudada e
desenvolvida. Em geral assenta numa abordagem axiomatica em que os objetos geométricos e
as suas relagdes sao estudados através de dedugdes légicas e construcdes geomeétricas
conceptualmente realizadas com régua e compasso. A geometria desenvolvida por Euclides,
no sec. lll a.c., nos Elementos € uma exemplo de geometria sintética.

No caso da geometria analitica os objetos geométricos a serem estudados sdo associados a
sistemas de coordenadas e as relagOes entre eles sdo expressas através de equacgoes
algébricas e funcdes matematicas. As propriedades das figuras sdo deduzidas a partir dos
métodos utilizados para resolver aquelas equacgoes. Os pioneiros na formalizagdo desta
abordagem a geometria foram Descartes e Fermat no sec. XVII.

A geometria analitica permitiu o desenvolvimento de outras técnicas e areas da matematica
como a geometria diferencial e o calculo integral que lidam com problemas como o calculo
de comprimentos de curvas, areas de superficies e volumes de sdlidos.

A geometria analitica tende a ser mais poderosa na sua capacidade de generalizagado do
tratamento da geometria, incluindo as dimensdes superiores a trés, enquanto que a geometria
sintética, inerentemente de carater mais visual e construtivo, permite desenvolver a intuicdo
sobre representacao grafica que é fundamental em campos do conhecimento como a
arquitetura ou o design. Mas isso nao significa que a geometria analitica seja de desprezar
nestes campos. Na verdade, num ambiente cada vez mais informatizado, o seu dominio
apresenta-se como uma vantagem.

Vamos ilustrar, com um exemplo simples, a diferenga entre estas duas abordagens aos estudo
da geometria através da demonstragcao do seguinte teorema de Tales: O dngulo inscrito na
semicircunferéncia é um angulo reto.

Na demonstracao por via sintética, apoiada pela figura 0.4.a, toma-se como ponto de partida o
facto de todos os raios da circunferéncia serem iguais e o facto de que a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180°. A partir destas duas propriedades, é possivel deduzir um
argumento que demonstra que o angulo inscrito é de facto um angulo reto, a partir da seguinte
sequéncia de afirmacoes:

a. Seja APB o angulo inscrito na semicircunferéncia e expresso pela soma dos angulos
APO e BPO.
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Fig. 0.4. Angulo inscrito numa semicircunferéncia: a) demonstragao por via sintética, b) demonstragao por via analitica.

b. Os tridngulos [PAO] e [PBO] séo is6sceles uma vez que em cada uma deles, dois
lados tém a dimens&o do raio da semicircunferéncia. Isto significa que os angulos APO e PAO
séo congruentes. Designemo-los por a°. Também, por razéo idéntica, os angulos BPO e PBO
sdo congruentes. Designemo-los por °.

c. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, entdo 2a° somado com
AOP perfaz 180°, 2° somado com BOP perfaz 180°.

d. Por outro lado, o angulo AOB, que é a soma dos angulos AOP e BOP, é um angulo
raso, isto é, mede também 180°.

e. Entdo 2a° é igual ao angulo BOP e 2f3° é igual ao angulo AOP.

f. Logo, a soma de 2a°® com 2° perfaz 180°, de onde resulta que, metade desta soma,
isto é a + p perfaz metade daquele valor, isto €, o angulo APB, que é o angulo inscrito na
semicircunferéncia, € um angulo reto, ou seja, mede 90°.

Na demonstragao por via analitica, apoiada pela figura 0.4.b, associa-se um sistema de
coordenadas a figura sendo as coordenadas dos pontos de interesse para o problema
expressas em fungao desse sistema de referéncia e do raio R da semicircunferéncia. As
relacdes entre as partes sao estabelecidas em termos de equacgdes que, ao serem resolvidas
permitem concluir que o angulo é reto. Nesta abordagem parte-se da definicdo analitica de
declive de uma reta e do facto, também demonstravel analiticamente que, o produto dos
declives de duas retas perpendiculares entre si é —1.

Primeiro escrevem-se as equacoes que definem os declives das retas AP e BP e expressa-se a
distancia PO. Depois calcula-se o produto dos dois declives e se for —1, fica demonstrado que
o angulo APB é reto.

(dAP == Y Y Y2
X—(-R = () (X -
do = 0(_Y) PN dap-dgp £X+R) (X—R) o dAP'dBP__ X2-R2
BP — R—X _ _
X% +Y2 = R?
dpp.dgp = —— -
ap-dsp = 3G dap-dpp = —5 = —1
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Este exemplo, embora muito simples, ilustra bem a diferenga entre a abordagem sintética e a
abordagem analitica. O apoio das figuras, em ambos o0s casos, visa ilustrar que o que distingue
as duas abordagens nao € tanto o facto de se utilizarem figuras graficas, mas sim a forma como
a argumentacéao € estabelecida. Na abordagem sintética segue-se uma sequéncia de
argumentos que se vao apoiando em conclusdes tiradas a partir de argumentos precedentes
na cadeia de demonstragéo; na abordagem analitica associam-se coordenadas aos vértices da
figura e a demonstragcéao faz-se aplicando as regras da algebra. Em todas as abordagem a
geometria se podem utilizar figuras graficas. E ha mesmo casos em que essa utilizacao é
intrinseca a prépria geometria e &, por isso, incontornavel.

Geometria pura e Geometria aplicada

Uma distingdo entre geometria pura e geometria aplicada é importante no contexto deste
documento. A geometria pura foca-se no estudo de conceitos e propriedades geométricas de
modo abstrato e tedrico. Neste sentido, conceitos como exatidao e precisao sio irrelevantes.
O que interessa € a logica e aforma como as propriedades das figuras podem ser deduzidas.
Em geral ndo se preocupa com aplicagoes praticas. A enfase é colocada na exposigao e prova
de teoremas, na exploragéo de relagdes entre conceitos geométricos podendo envolver
sistemas axiomaticos. Exemplos de abordagens tedéricas a geometria sdo o estudo da
geometria euclidiana, ou o estudo da geometria projetiva. Por outro lado, a geometria aplicada
ocupa-se da utilizacao de principios geomeétricos para resolver problemas do mundo real, o
que significa, em muitos casos, uma integracdo com outros campos do conhecimento, como
por exemplo a arquitetura ou o design. Neste sentido implica, em geral, a utilizagédo de técnicas
computacionais e modelacao, aqui entendidas em sentido lato. E nesse sentido, sdo muito
relevantes os conceitos de exatidao e precisdo enquanto validadores da aplicabilidade na
mesma. Exemplos de geometria aplicada incluem a computacéao grafica e os sistemas de
representacao utilizados em arquitetura, design e engenharia para desenhar edificios,
componentes mecéanicos e estruturas.

Neste contexto, pode considerar-se que a geometria descritiva esta na charneira entre
geometria pura e geometria aplicada. Os argumentos para a primeira classificagdo assentam
no facto de que se apoia num desenvolvimento sistematico da teoria das projecoes,
intersecoes e transformagdes geométricas que podem ser estudadas sem uma preocupagéo
imediata de aplicacéo pratica. Atendendo ao contexto histérico do seu desenvolvimento, pode
argumentar-se que a geometria descritiva forneceu um suporte para o estudo rigoroso (aqui do
ponto de vista légico) de problemas geométricos de forma sistematica, como por exemplo o
estudo das superficies geométricas quanto a sua natureza e representacdo. Com efeito, a
geometria descritiva como a geometria das projegdes torna-a também uma das raizes da
geometria projetiva. Veja-se a mengéao de Felix Klein na segunda metade do século XIX:
“Metrical geometry is a part of descriptive geometry, and descriptive geometry is all geometry”,
citado por Coxeter (1974). No que concerne a sua classificagdo como geometria aplicada, os
argumentos vao no sentido de que a sua utilidade e inspiragéo se encontra em dreas como a
engenharia e a arquitetura que dependem da representagao de formas espaciais e da analise
das suas relagbes no espaco o que pode ser feito através de projegcdes, em papel ou num ecra
de computador, com vista a concecgao de objetos reais. Uma das origens da geometria
descritiva radica seguramente nos procedimentos que, ao longo de séculos, os arquitetos e os
construtores foram desenvolvendo para projetarem e construirem edificios e cidades. Essa
origem expressa-se claramente através dos tratados de arquitetura civil e militar e nos tratados
de estereotomia da pedra, da madeira e dos metais. Também se pode considerar que os
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procedimentos que os pintores desenvolveram ao longo dos tempos para representarem de
forma fiel a realidade constituem outra origem da geometria descritiva.

Geometria descritiva e Computacao grafica

Desde a suas origens, a geometria esta relacionada com a representagéo grafica. Euclides
traduz cada uma das proposigoes através de um desenho, ou melhor, uma construgéao grafica,
que apoia o argumento e traduz a sua possibilidade. Dada a natureza do desenvolvimento da
geometria feito por Euclides, as construgoes graficas pressupdem a utilizagcdo da régua (reta) e
do compasso (circunferéncia). Se, para o estudo puro da geometria, a régua e 0 compasso sao,
antes de tudo, ideias ou nogdes, do ponto de vista da materializagcdo da geometria, que
interessa em termos de aplicagbes praticas, a régua e o compasso sao dispositivos mecanicos
que permitem a representacéo destas linhas de forma mais ou menos precisa e exata. Deste
ponto de vista, varios foram os dispositivos inventados ao longo da histéria para materializar e
representar geometria. Os gedmetras gregos inventaram curvas mecanicas para resolver os
trés problemas cléssicos da antiguidade: a duplicacao do cubo, a trissecao do dngulo e a
quadratura do circulo. E ao longo da historia foram concebidos dispositivos mais ou menos
sofisticados utilizados para materializar elipses, parabolas ou hipérboles, ou as splines dos
engenheiros da industria automovel. E hoje, as tecnologias de CAD/CAM permitem essa
materializacdo de forma ainda mais premente a partir de representagcdes computacionais.

Num certo sentido, uma construcao grafica materializada (seja num papel ou num ecra de
computador) é uma forma de computagao. Tem-se um conjunto de condigoes e figuras
geométricas iniciais e, através de um encadeamento de construcoes, levadas a cabo com
dispositivos variados, analédgicos ou digitais, passa-se pela representagdo de um conjunto de
figuras intermédias que desaguam numa configuracao final que oferece um resolugao para um
problema concreto. Esse processo é uma forma de calculo que materializa e operacionaliza a
geometria para fins praticos como é o caso da sua aplicagdo em arquitetura, engenharia ou
design. Para esta nocao de construcéo grafica nao se distingue a natureza do suporte,
analégico ou digital. No contexto deste texto, entende-se também por computacao grafica toda
aquela operagao que visa, por meio de um calculo por natureza nao grafico, assistido por
dispositivos de controlo de precisao, obter uma representacao grafica, que traduz a resolucao
de um determinado problema, sendo porventura informada de elementos doutra natureza, por
exemplo simbdlicos. Neste sentido, aqui, o computador, podendo ser uma possivel maquina, é
também o individuo que elabora ou concetualiza o problema e o resolve ou programa a sua
resolugcédo de modo a ter um resultado palpavel.

Vimos que a geometria pode ter um sentido abstrato ou concreto. No primeiro caso é
importante tornar tangivel a geometria para suportar, por exemplo, a explicagdo de uma
propriedade de uma figura ou de um processo geométrico. E no segundo caso é importante a
forma de a tornar tangivel através de um modo de representagao porque dessa representagao
pode estar dependente a fabricagdo de uma peca de um motor, de um edificio ou de um
eletrodomeéstico.

As origens da geometria descritiva radicam na pintura, nos tragcados dos templos e catedrais,
das pontes e fortificagoes, e na estereotomia da pedra e da madeira. O que hd de comum em
todas estas areas de atividade do homem é a necessidade de transformar os materiais para
produzir objetos Uteis, seja na esfera do uso corrente, seja na esfera artistica. E para o fazer de
forma controlada foram desenvolvidos métodos que pressupdem um controlo rigoroso da
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medida. Esses métodos consubstanciam-se através de tragados graficos mais ou menos
sistematizados. O principal contributo de Monge (1797), no final do século XVIII, foi o darum
método sistematico para tratar os problemas do espago através de construgoes graficas.

Com este sentido duplo, de geometria pura e geometria aplicada, declarou os seus objetivos:

1. O primeiro é representar com exatiddo, sobre desenhos que ndo tém mais que duas
dimensdes, 0s objetos que tém trés, e que sdo suscetiveis de definicdo rigorosa. Sob este ponto
de vista, é uma linguagem necessaria ao engenheiro que concebe um projeto, aos que devem
dirigir a sua execucéao, e por fim aos artistas que devem eles mesmos executar as suas
diferentes partes.

2. O segundo objetivo da geometria descritiva € o de deduzir da descricdo exata dos corpos
tudo o que segue necessariamente das suas formas e das suas posicées relativas. Nesse
sentido, é um meio de pesquisar a verdade; ela oferece exemplos sem fim de passagem do
conhecido ao desconhecido; e porque é sempre aplicada aos objetos suscetiveis da maior
evidéncia, € necessario fazé-la entrar num plano de educagéao nacional.

Como se vé, a geometria descritiva é fundada com o sentido de sistematizar os principios e os
procedimentos que permitem, através de uma representacao grafica rigorosa, precisa e exata,
o estudo dos objetos tridimensionais. E isso pode ser util tanto a engenheiros e arquitetos
como a matematicos e gedmetras. Aos primeiros interessarao as aplicagdes praticas, e aos
segundos interessara a possibilidade de dispor de uma ferramenta para estudar de modo
sistematico, por via da sua representacao grafica, as propriedades das figuras geomeétricas do
espaco. E muito importante perceber que a geometria descritiva ndo se esgota na producgéo da
representacao.

O conceito de projegéo € ideia fundamental que operacionaliza a geometria descritiva. Do
ponto de vista pratico, as projecoes envolvem computacodes, de natureza grafica, para
determinar o correto posicionamento e articulagao das vistas das figuras geométricas. E estas
sdo analogas aos algoritmos da geometria computacional que lidam com projecdes e
transformacodes e que sao possibilitados pela aplicacao da algebra. Com efeito, Gaspard
Monge afirmava a respeito da relagéo entre a geometria descritiva (de carater tendencialmente
sintético e visual) e a geometria analitica (de carater analitico e abstrato) que “Ndo ha nenhuma
construcao de geometria descritiva que ndo possa ser traduzida em analise; e desde que as
questbes ndo comportem mais que trés incognitas, cada operagcdo analitica pode ser olhada
como a escrita de um espetaculo em geometria”. E acrescenta “Seria desejavel que estas duas
ciéncias fossem cultivadas em conjunto: a geometria descritiva traria as operagées analiticas
mais complicadas a evidéncia que é sua caracteristica, e, por outro lado, a analise traria a
geometria a generalidade que lhe é propria”.

Muitos problemas em geometria descritiva envolvem a construgédo de figuras geométricas
através dos métodos tradicionais com o uso da régua e do compasso. Os computadores
digitais vieram ampliar o espacgo instrumental dessas construgdes trazendo a possibilidade de
lidar com maior quantidade de informagao, maior complexidade, mantendo ou até
aumentando a precisao e o rigor dos resultados. Trouxeram também a possibilidade da
modelacédo tridimensional que permite, concetualmente, manipular diretamente os objetos
através de inputs espaciais, sem depender de uma ou outra projecao especifica. Neste sentido,
podemos considerar a fundacdo da geometria descritiva como um marco na histéria da
geometria computacional gréfica. Isto é, a geometria descritiva forneceu o entendimento
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fundacional e os métodos que influenciaram o desenvolvimento dos algoritmos da geometria
computacional, podendo aquela considerar-se precursora desta. A arquitetura, o design e as
engenharias apoiam-se em métodos computacionais da forma, e estes foram explorados
originalmente no dominio da geometria descritiva. Enquanto a geometria descritiva,
tradicionalmente, se apoia sobretudo em técnicas manuais, ainda que transpostas para o
suporte digital, estas técnicas corporizam principios computacionais que estao alinhados com
0 que se pode encontrar na geometria computacional. E mesmo a utilizagao do préprio
desenho manual a mao levantada nao esta excluida desta acec¢ao. Mas nao nos devemos iludir,
como tantas vezes acontece com a utilizagdo do computador. Qualquer aplicagédo informatica
de modelacao geométrica tem as suas limitagdes, como adiante se evidenciara. E na maior
parte das vezes utilizam-se aproximagodes em vez das figuras matematicamente ideais.

A capacidade de interpretar visualmente a espacialidade de configuragcdes geométricas dadas
através das suas projegoes, isto é, através de desenhos ou imagens, no papel ou hum ecra, é
uma das habilidades que a geometria descritiva ajuda a desenvolver e para a qual ndo ha uma
regra ou caminho unicos. Esta, que apenas se pode desenvolver através da pratica, fortalece a
capacidade de visualizagao espacial e a capacidade de raciocinio para resolver problemas no
espago.

Este elo entre geometria descritiva e geometria computacional suporta a ideia de que a
geometria descritiva, ndo se esgotando aqui, € um sistema de tratamento e manipulagdo de
informagéo grafica de natureza eminentemente computacional. Isto €, as construgoes
geomeétricas elaboradas em geometria descritiva traduzem sempre uma forma de calculo, seja
o calculo de uma projecao, seja o calculo de uma intersecao ou de qualquer grandeza que, por
qualquer razao, se pretenda. Esse calculo, €, em sim mesmo, uma computacao grafica. Mas o
calculo também pode ser de natureza algébrica, desde que o resultado se expresse
graficamente. Isto é o que acontece quando utilizamos um software de desenho assistido por
computador (CAD). E pode acontecer atras do palco, escondido do utilizador, quando este
utiliza as fungdes nativas da aplicacao CAD, como pode acontecer as claras se o utilizador
precisar de explicitar, através de linguagens simbdlicas, vulgo programacéo, instrugoes para
que a maquina realize determinada operagao nao nativa da aplicacdo CAD. Deste modo,
através da computacao grafica, aqui entendida em sentido lato, aproximam-se os mundos da
geometria descritiva e da geometria analitica ao servigo da representagéao grafica.

No contexto da arquitetura e do design, o livro de Helmut Pottman et al (2007), Architectural
Geometry, ¢ uma referéncia contemporanea incontornavel. Nesta obra é tornado evidente que
a geometria se encontra no cerne da producgao arquitetdnica e que ha uma histéria que nos
levou dos métodos e ferramentas tradicionais da representagcdo aos métodos e ferramentas
contemporaneas. Nessa historia a geometria descritiva € protagonista.

Geometria estatica e geometria dindmica

A distingdo entre geometria estatica e geometria dindmica nao é verdadeiramente uma
distingdo entre tipos de geometria. Mas pode falar-se desta distingdo como abordagem ou
como lente através da qual se olha para a geometria.

Quando fazemos um desenho de uma determinada configuragdo geométrica podemos
entendé-lo como um objeto em si, cristalizado, estatico e imutavel ou podemos entendé-lo
como representando um estado particular num continuo possivel de estados de coisas, um
pouco dentro do principio da continuidade evidenciado por Poncelet (1865, 1866) no seu
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tratado das propriedades projetivas das figuras, obra escrita em dois volumes. Por exemplo, de
acordo com este principio, € possivel deformar continuamente uma circunferéncia em
qualquer linha cénica mantendo certas propriedades invariantes. Com efeito, imagine-se
uma reta tangente a uma circunferéncia. Projetem-se estas duas figuras a partir de um ponto
nao contido no seu plano. Gera-se assim uma superficie cénica e uma superficie plana.
Imagine-se agora que um plano coincidente com o plano da circunferéncia se destaca e
comeca a deslocar-se de forma continua no espaco. Este novo plano interseta a superficie
conica e a superficie plana, acima referidas. A cada nova posicao do plano corresponde uma
curva e uma reta tangentes entre si nele contidas. Ha, pois, uma relagao entre a circunferéncia
€ a suatangente e as novas curvas € a suas tangentes. A sequéncia de figuras nao € mais do
que uma sucessao continua de estados possiveis de intersegdes que o plano mével pode
produzir na superficie cénica e seu plano tangente. A propriedade da tangéncia persiste em
todos esses estados, ou seja, € um invariante. Em geometria € muitas vez util olhar para as
figuras sob este ponto de vista. Que caso particular representa determinada configuracéo
geométrica? O que é que persiste e 0 que é acidental? Olhar para uma dada configuracao
geomeétrica como um caso particular de um continuo de casos possiveis pode ser um
desbloqueador na resolugdo de problemas e no entendimento mais profundo das propriedades
das figuras geomeétricas.

Também é possivel falar de geometria dindmica se pensarmos em movimento. Muitas vezes
refere-se que uma linha é o resultado do movimento de um ponto de acordo com uma dada lei.
Um exemplo disto é o estudo das epitrocoides, ou dos sistemas articulados. Essencialmente
uma epitrocoide é um caso particular de uma classe de curvas, designadas roullete, que séo
geradas pelo movimento de pontos atrelados a curvas que rolam sobre outras curvas (Veloso,
1998). Um exemplo de epitrocoide € a epicicloide que é gerada pelo movimento de um ponto de
uma circunferéncia que rola, sem deslizamento, sobre outra de raio multiplo. Os sistemas
articulados sao outra forma de pensar na geometria de forma dindmica. Considere-se por
exemplo a articulagdo de quatro barras iguais duas a duas, opostamente, em que uma das
barras maiores é imdével podendo as outras rodar em torno das articulacoes entre si. Neste
caso, qualquer ponto intermédio da barra mével maior descreve uma curva em forma de oito.
Um caso particular é a lemniscata. Pensar na geometria do movimento pode ser muito
relevante em areas como o design ou a engenharia mecanica. Outro exemplo é a construgdo da
elipse pelo método do jardineiro.

Do ponto de vista das ferramentas e apoio ao estudo, sob os varios pontos de vista geometria
dindmica, ha a ferramentas de software que podem ser utilizadas para o efeito. Mas mesmo
ainda antes da revolucao digital, ja havia ferramentas desse tipo. Lembremo-nos dos modelos
de Olivier no século XIX. Por contraponto aquele tipo de aplicacéo informatica em que cada
elemento representado fica fixo e imutavel, temos outro tipo de aplicagao informatica de
natureza paramétrica em que é possivel alterar elementos geométricos mantendo fixas
determinadas relagdes entre eles. As ferramentas de software utilizadas para este efeito sdo
habitualmente designadas por ambientes digitais de geometria dindmica (ADGD). Por exemplo,
se duas linhas séo perpendiculares entre si, ao mudar a diregdo de uma delas a outra ajusta-se
mantendo a perpendicularidade. Ou, estabelecida a relacéo entre alguns elementos, é possivel
produzir uma animagao que ilustra todos os estados possiveis dessa relagao. O Cinderella e o
GeoGebra sdo exemplos de software de geometria dindmica especificamente concebidos para
o estudo da geometria. Ha, no entanto, outro tipo de software, ndo concebido especificamente
para o estudo da geometria, mas que pode ser igualmente valido para o entendimento de
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principios geométricos. Referimo-nos a software CAD/CAM utilizado na indUstria. Este tipo de
software também pode ser utilizado com proveito para o estudo da geometria, particularmente
em contexto de formagéo em arquitetura, design e engenharia uma vez que é comum nestas
areas. O AutoCAD e o Rhinoceros sao exemplos de software deste tipo. Em particular, o
Rhinoceros vem equipado com um plugin de modelagao paramétrica, Grasshopper, que aplica
os principios acima descritos. Genericamente, neste contexto designaremos estas ferramentas
como ambientes digitais de modelacao geométrica (ADMG) bidimensionais (ADMG2D) ou
tridimensionais (ADMG3D).

Assim, é nosso posicionamento que os ADMG2D e ADMG2D sao instrumentos para a
operacionalizagao pratica do estudo e da geometria no espaco, legitimos no contexto da
geometria descritiva.

Geometria e aimaginacao

Esta seccdo pede emprestado o nome ao livro “Geometria e a imaginacao” (Hilbert e Cohn-
Vossen, 1952) cuja consulta se recomenda vivamente. Trata-se de uma referéncia obrigatoria
para quem se interessa pelo estudo da geometria e suas aplicagdes. O autor parte do
pressuposto que ha duas tendéncias na abordagem da geometria, uma direcionada para a
abstragdo e outra direcionada para o entendimento intuitivo. Com a abstragdo e com a légica
consegue ordenar-se e sistematizar os resultados da investigagcao. Mas é com a intuicao que se
fomenta a descoberta e se estabelece uma relagdo mais proxima com os objetos que se
estudam e se entende o significado concreto das suas relagdes. Tal como nos diz Henri
Poincaré, citado por Rudolph Arnheim (1969), “E através da légica que provamos mas é pela
intuicdo que descobrimos.”

A imaginacao é uma ferramenta indispensavel em todas areas do conhecimento, e em
particular para quem estuda geometria. Imaginar significa criar imagens que sdo, em primeiro
lugar mentais. Mas também ha, na interacdo com imagens concretas, e através da percecéo,
um verdadeiro ato de criacao de imagens. Segundo Rudolph Arnheim, a percecédo visual é um
ato pelo qual a mente estrutura aquilo que vé e com isso gera uma imagem ou conceito. Assim,
a utilizacado daimaginagao em geometria faz-se num jogo de parada e resposta entre o que 0s
sentidos apreendem e aquilo que a mente imagina num processo indissociavel. Por essa razao
entendemos que o estudo da geometria, sobretudo em areas que implicam a transformagéo do
meio pela manipulacao material das coisas, como é o caso da arquitetura, do design e das
engenharias, ndo pode deixar de considerar esta componente, que é veiculo da criatividade.

Com esta dialética reforgcada, também se expande na mente a capacidade de visualizar, isto &,
de projetar em imagem aquilo que pode ser dado aos sentidos de outros modos, por exemplo
através de descricdes verbais escritas ou orais. Imaginar e visualizar também significa ser
capaz de reestruturar aimagem de um problema, transformando-a noutra e noutra que melhor
traduza o que esta posto em equacao, num processo iterativo quase natural ou naturalizado
pela pratica. Isso as vezes significa literalmente reconfigurar a imagem. Outras vezes, essa
reconfiguracdo ocorre apenas mentalmente porque se olhou para o problema de outro ponto
de vista.

Em geometria, a imagem que se produz e que se imagina mentalmente, deve ser sempre
aquela que captura melhor a estrutura do prolema ou objeto em analise. Deve ser simples e
colocar em evidéncia os aspetos estruturantes do mesmo. E ndo deve ser desprovida de
contexto, que tem de ser declarado. A mesma imagem, com dois contextos diferentes, pode
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levar a resultados dramaticamente diferentes. Um quadrado com duas diagonais pode ser visto
apenas como tal, como a justaposic¢ao de quatro tridngulos retangulos isdésceles, como uma
cruz num boletim de voto, como uma pirdmide, ou como um tunel com uma grande
profundidade.

Do que foi dito, ressalta a convicgédo de que a imagem € uma componente fundamental do
processo de ensino e aprendizagem em geometria. Na sua insténcia concreta, a imagem
consubstancia-se em desenhos e em modelos tridimensionais.

Geometria, estrutura e representacao

Ha diferentes modos de representar a geometria. Por um lado ha a representagao simbodlica
através de sinais e operacdes matematicas, propria da algebra e da analise. Por outro lado ha a
representacao através de imagens bidimensionais ou modelos tridimensionais, mesmo que a
referéncia seja de dimensao superior. Pelas razbes anteriormente invocadas, interessa-nos
sobretudo a representacao através de imagens, particularmente desenhos, ou modelos,
independentemente dos seus suportes. Claro é, como acima dito, que o contexto tem de ser
sempre claro. Do ponto de vista discursivo, a mensagem verbal s6 passa se o recetor conhecer
a mensagem do desenho (Serres, 1993). E o inverso também é verdadeiro.

Diferentes modos de desenhar e diferentes tipos de desenho prendem-se com diferentes
contextos e objetivos da representacao. Por exemplo, em design ou arquitetura, numa fase
exploratdria das ideias € normal dominar o desenho a mao levantada porque é mais flexivel,
suporta a incerteza, permite iterar rapidamente entre diferentes hipdteses de projeto e quase
nunca é um desenho acabado e definitivo. Depois, 8 medida que as ideias se cristalizam, é
normal tornar o desenho mais preciso e metricamente controlado ja que, no fim, o desenho
podera desempenhar o papel de suportar e informar um processo construtivo. Esse controlo
implica a utilizacédo de instrumentos e dispositivos variados sobre suportes igualmente
variados. Porventura, esse desenho mais preciso e de carater mais definitivo pode até ser
obtido automaticamente através de modelos tridimensionais digitais.

De acordo com Fraser e Henmi (1993), em “Envisioning Architecture: An Analysis of Drawing”,
ha trés tipos de desenho em arquitetura, nomeadamente, os desenhos ortograficos, as
perspetivas axonométricas e as perspetivas coénicas. Porém estes desenhos ddo determinam
em si as suas possiveis aplicagdes. Estas podem ser diversas e os autores referem as
seguintes: desenhos referenciais, diagramas, desenhos de projeto, desenhos de apresentacéo
e desenhos visionarios. Este tipos de desenho e suas aplicacbes podem apresentar qualidades
distintas relativamente a preciséo, ao rigor, a incerteza, ao nivel de completamento, cor, tipo de
linha, e forma como sao gerados. Mas o que importa salientar aqui é que, de um modo ou de
outro, todos os tipos de desenho estdo embebidos de geometria. Bryan Lawson (2004), em
“What Designers Know”, explora o papel do desenho como meio para o projeto comegando por
salientar que nem sempre este foi 0 meio utilizado. E interessante notar que este autor toma
por tipos de desenho as aplicagbes mencionadas por Fraser e Henmi. Parece ignorar por
completo a dimenséo geométrico descritiva que estes autores consideraram para tipificar os
desenhos em arquitetura. Seja como for, propde uma classificagcao dos desenhos baseada no
tipo de conhecimento que eles veiculam em vez das suas carateristicas. Mais uma vez, parece
ignorar que o que Fraser e Henmi utilizaram para distinguir os tipos de desenhos nao foram as
suas carateristicas mas sim as suas aplicagoes. Assim, propoe a seguinte taxonomia:
desenhos de apresentacédo, desenhos de instrugéo, desenhos de consulta, desenhos
experienciais, diagramas, desenhos de efabulagdo, desenhos propositivos, desenhos de
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calculo. Curiosamente, ao pretender categorizar os desenhos em fungéo do tipo de
conhecimento que veiculam, acaba por ter uma classificagdo que também se baseia em
carateristicas. Para nds este tipo de classificagOes € interessante na medida em que permite
perceber que a geometria (ou talvez seja melhor dizer as geometrias) € um pano de fundo em
todos os tipos de desenho. Isso traduz-se em primeiro lugar pelo facto de ser possivel retornar
quase sempre a classificagao de Fraser e Henmi. E mesmo quando nao se consegue, 0s
desenhos sao sempre utilizados para resolver certos aspetos de organizacao topolégica, de
proporgdes, de ponto de vista, de interagao entre formas, que ndo sdo mais que operagdes
geométricas. E claro que deve ser entendido que estas operacdes geométricas sio realizadas
em contextos mais amplos no processo de concecao. E talvez por isso seja muitas vezes
esquecida a presenga da geometria como um dos protagonistas do processo.

Em nosso entendimento, imagem e modelo podem ser unificados na ideia de representacgao.
Estendendo as taxonomias acima referidas propomos um sistema de classificagcédo de tipos de
representacdo de acordo com a figura seguinte.

1. Representagdes
de Apresentagao
2. Representagdes
Instrutivas

3. Representagdes Tipos de Representagao 7. Representagoes
de Consulta quanto aos fins Propositivas
4. Representagoes 6. Representagdes
Experimentais de Efabulagao
5. Representagdes
Diagramaticas

Fig. 0.5. Tipos de representagao, quanto aos fins (adaptado da taxonomia proposta por Lawson).

8. Representacoes
Computacionais

Os processos conceptuais correspondem sempre a iteragdes entre diversos tipos de
representacdo. Uma representacéo de apresentagdo tem por objetivo veicular um resultado,
porventura a pessoas que nao participaram no processo de projeto. Uma representacao
computacional, agui entendida em sentido lato, corresponde a um qualquer calculo que visa
resolver espacialmente uma dada configuracao, atendendo a dimensdes diversas, como por
exemplo a tecténica dos materiais, o0 seu comportamento estrutural, ou qualquer outro fator de
desempenho. Uma representacéao instrutiva ou instrucional serd aquela que tem por objetivo
fornecer um conjunto de instrucdes a serem seguidas, por exemplo, num processo construtivo.
Interessa-nos sublinhar o carater grafico e visual que estes tipos de representagdo podem ter
na maior parte das formas que podem assumir.

2. Modelos 3D
Formas de
Representacao

Fig. 0.6. Formas de representagéo.

1. Desenhos
9. Bases
de dados

8. Simbdlicas
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Isto é, os varios tipos de representagao consubstanciam-se através de formas de
representacado que podemos ilustrar através da figura 0.6.

Do ponto de vista pratico, uma forma de representacgao, fruto de um processo de
representagao, € um veiculo em que se concretiza a comunicagao de ideias. A classificagao
das formas de representacgao é, até este ponto, independente dos suportes e sua natureza. Por
exemplo, quando se referem modelos 3D nao se esta a dizer se sao fisicos ou digitais, o mesmo
se passa relativamente ao desenho ou imagens. Do mesmo modo, nao se pressupode, em
particular, nenhuma das qualidades, como precisao, incerteza, nivel de completamento, ou
outras. Isto é, todas estas qualidades podem ser consideradas.

Entendemos que, sobretudo se pensarmos no contexto da formag¢édo em arquitetura e design,
os tipos e as formas de representacao, independentemente dos seus suportes, devem permitir
uma vinculagdo entre representacio e um sentido de construtividade, estrutura e
materialidade. Isto significa que a construgdo de modelos fisicos, a par de um processo de
transferéncia grafica entre estes e as suas contrapartes bidimensionais, é de fundamental
importancia.

As formas de representagcdo assumem a sua existéncia através de suportes de representacao.
No essencial, podemos classificar os suportes de representacdo de acordo com o esquema

seguinte.
1. Analdgicos

Suportes da
Representacao

3. Imateriais

Naturalmente, entende-se por suporte digital, todo aquele que implica, em ultima analise, uma
representagcdo numeérica, discretizada, mesmo que a experiéncia percetiva do mesmo néo
permita perceber essa natureza. Isto é o que acontece quando olhamos para uma imagem de
elevada qualidade no ecrda de um computador. Os suportes analégicos sdo aqueles que
tradicionalmente estamos mais habituados (ou nao!), embora atualmente talvez esta
observacao ja esteja desatualizada (ou ndo!). Neste contexto, considera-se um suporte
multimédia aquele que integra varios suportes ou meios, podendo combinar o analégico e o
digital. A referéncia a suportes imateriais necessita ser esclarecida uma vez que,
verdadeiramente ndo existem suportes imateriais. Referimo-nos a suportes imateriais como
aqueles que nao fixam a representagdo no tempo. Por exemplo uma transmisséao oral utiliza o
ar como meio mas esgota-se no momento. E muito importante promover a ideia que as
fronteiras entre suportes de representagéo precisam ser atravessadas e que hd meios
tecnoldgicos, mais ou menos avancgados, para o fazer. Por exemplo, é possivel transferir
imagens analégicas para suportes digitais, e é possivel imprimir fisicamente modelos
tridimensionais digitais.

4. Multimedia

Fig. 0.7. Suportes da representacéo.
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Toda a representagéao devera ser estruturada através de sistemas. Estes sdo uma fusao entre
codigos e regras que estruturam a representagao, podendo implicar aparatos tecnolégicos
mais ou menos sofisticados. Num certo sentido, e recuperando a ideia de Fraser e Henmi
relativa aos tipos de desenho, propomos classificar os sistemas de representagédo de acordo
com o esquema da figura seguinte.

Descritivos (GD)
2. GD integrados
(visualizagao 3D)
Sistemas de
3. Realidade Representagéo o
: 6. Simbdlicos
Virtual
4. Realidade 5. Visuais
Aumentada Esquematicos

De acordo com este critério, os sistemas geométrico descritivos correspondem, no essencial a
classificagao de Fraser e Henmi relativa aos tipos de desenho. Os sistemas geométrico
descritivos integrados correspondem essencialmente ao que na visdo computacional se traduz
implementacgéao e controlo de camaras. Isto é, corresponde a sistemas que permitem a iteragéo
dindmica, por vezes simultinea, entre diferentes pontos vista sobre um modelo tridimensional
seja para o visualizar ou para o editar. Num certo sentido, a realidade virtual (RV) e realidade
aumentada (AR) sdo sistemas especificos da visdo computacional que implicam um controlo
da camara perspética para criar ilusao de imersao, no caso da RV, e ilusao de ampliacao da
realidade por sobreposicao de um modelo digital ao campo visual, no caso da RA. Os sistemas
visuais esquematicos sdo aqueles em que se procura essencializar um determinado aspeto da
representacado que ndo passa pela sua configuragao fisica e que, por isso, ndo se reduz a uma
projecéo. E por exemplo o caso de esquemas topolégicos que podem ser utilizados para
resolver, num nivel de abstragcao mais elevado, certas relagdes entre partes de um edificio ou
de um engenho. Um sistema de representacao simbdlico, levado a um extremo, pode ser o
conjunto de simbolos e regras matematicas utilizados para manipular certos conceitos e
operacgoes algébricas. Mas também usamos sistemas de representacao simbdlicos, pelo
menos parcialmente, quando em arquitetura ou design, substituimos uma representagao
explicita por um simbolo. A representacao do tipo de movimento de abertura de umvao, ou a
indicacao de uma pendente de uma cobertura, ou até mesmo a cotagem, sdo exemplos deste
tipo de sistemas. Por fim, as representacdes textuais também podem ser usadas como
complemento das representagoes graficas dominantes.

1. Geomeétricos

Fig. 0.8. Sistemas de representacéo.

Até este ponto ocupamo-nos sobretudo da representagéo. Mas a geometria ndo é sé uma
questao de representacéo. E possivel reconhecer nos objetos que nos rodeiam uma estrutura
geométrica. E possivel identificar a superficie de uma mesa com um plano, a aresta de um
edificio com uma reta, uma pedra polida pelo tempo com uma esfera, a copa de uma conifera
com um cone, a estrutura do ADN com uma hélice. Os exemplos sao infindaveis. Nas dreas de
atuacdo do homem que pressupdem a manipulagao do existente, como é o caso da
arquitetura, do design, e das engenharias, esta nogéo torna-se fulcral porque, ela prépria, vai
tender a impor essa estrutura geomeétrica nos produtos dessa agao. Isto €, a geometria €,
nestas areas, o suporte da estrutura da forma. Esta dimenséo do geometria é fundamental. Se
é verdade que, desde o Renascimento, o desenho como representagdo dominou a producgao da
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arquitetura, nem sempre assim foi, mas a geometria esteve sempre presente. Tal como nos
dizem Pottman et al (2007), no seu livro “Architectural Geometry”, “a geometria esta no cerne
do processo de concegéo arquitetonica”. Esta observagdo subentende as duas dimensdes, a
darepresentacdo e da concecgédo. A concecgéo, que ndo se pode dissociar da representacéo,
implica que é fulcral o estudo e entendimento das mais variadas estruturas geométricas. Estas
vao desde os sélidos basicos, como o cone, o cilindro, a piramide, o prisma, a esfera, até as
superficies mais complexas como as NURBS. Entre estes extremos ha uma infinidade de
variedades geométricas que podem ser abordadas e estudadas. Aqui, o foco ndo sera na
exaustao. Pretendemos antes fazer uma afirmagao pedagdgica do que pode ser um modelo de

abordagem. Depois, esse modelo pode ser aplicado a outros casos.

A producgao de um modelo tridimensional € uma espécie de desenho no espacgo. Se esse
modelo for produzido através de um suporte digital, a fronteira entre modelo tridimensional e
desenho torna-se mais ténue. Na verdade, a utilizagdo de modelos digitais permite ultrapassar
o facto de que “Uma épura de geometria descritiva, n4o sendo mais que o tragado de uma
concecédo geométrica num plano, torna necessario primeiro combinar linhas, superficies,
prever tudo o que resulta das suas intersecgbées, dos seus contactos, numa palavra resolver no
espaco um problema de geometria tridimensional, antes que a mao possa executar as
operagbes que conduzem a solugéo grafica do problema”. Esta citagdo de Hachette (1828),
discipulo de Monge, evidencia as limitagdes do desenho geométrico bidimensional. Mas
também nos interessa considerar a producao de modelos fisicos com uma espécie de desenho
no espaco. Na verdade qualquer carpinteiro, canteiro ou serralheiro de qualidade sabe que isto
é assim. O material fisico, madeira, pedra, metal, é suporte dorisco, isto €, do desenho que
extravasa uma folha de papel, e se vincula a producao de um objeto. E é isso que os arquitetos
acabam por fazer também quando elaboram maquetes. Esta capacidade, que deve ser
explorada, é potenciada pelo uso de ferramentas digitais, como nos diz Pottman et al (2007). “A
geometria ... E omnipresente, desde a exploracédo inicial da forma até a construcéo final. A
computacdo geométrica moderna fornece uma variedade de ferramentas para projeto, analise
e fabricacéo eficientes de formas complexas. Por um lado, isto abre novos horizontes para a
arquitetura. Por outro lado, o contexto arquitetdnico também coloca novos problemas a
geometria.” E desta interacao entre o fisico e o digital surgem novas possibilidades como o
fazem notar Mitchell et al (1995) quando afirma que “Novas ferramentas e novas formas de
pensar vém em conjunto”.

Um pequeno exercicio de representacao

Vamos notar que um desenho isolado, ou mesmo um conjunto de desenhos, sem mais
nenhuma indicagdo nunca tem um significado Unico e permite varias interpretagées, o que néo
é necessariamente um problema. E normal associar aos desenhos outro tipo de informacéo
(textual, simbolica, numérica, etc.) e dota-los de uma expressao especifica (empirica ou
convencional), que visa estreitar o espaco de interpretagdes e clarificar o objetivo
comunicacional, se isso for desejavel. Isto €, os desenhos tém de ser vistos em articulagao
com um conjunto de informacgéo adicional que os integra e com um contexto. Por vezes a
ambiguidade pode ser desejavel porque pode desencadear o espoletar novas ideias, por
exemplo em fases iniciais de processos de concegdo. Outras vezes nao € nada desejavel
porque pode implicar prejuizos, por exemplo numa representacéo que deve informar um
processo construtivo. A expressao do desenho inclui elementos como o tipo e espessura das
linhas, a utilizagdo de manchas com determinados significados, ou ainda a utilizagdo da cor.
Por exemplo, linhas continuas com maior espessura tendem a ser utilizadas para representar
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arestas ou contornos de objetos enquanto linhas de menor espessura podem ser utilizadas
para representar elementos acessorios ou auxiliares do desenho.

Do ponto de vista estrito do desenho geométrico, que é o nosso foco, e nao se confunda isto
com rigidez, interessa-nos incorporar na discussdo conceitos como a precisao e o rigor, certeza
e a incerteza, desenho acabado versus desenho inacabado. Interessa-nos também refletir
sobre a utilizagdo ou ndo de instrumentos de controlo da precisdo e do rigor e perceber como o
seu uso, através de diversos meios, analégicos ou digitais, pode determinar a invocacao de
diferentes propriedades geométricas das figuras que se pretendem representar, isto €,
diferentes camadas de conhecimento geométrico. Sublinhamos que 0 nosso enfase € sempre
emrelacdo a umtipo de desenho que invoca a geometria.

Vamos distinguir varios modos de desenhar através do exercicio de representagao de uma
figura e refletir sobre como diferentes propriedades geométricas dessa figura sao evidenciadas
em cada um dos modos. Para o efeito vamos considerar o exemplo da representacdo de um
cilindro de revolucao considerando que a altura do cilindro mede o dobro do comprimento
do didmetro da base. A leitura conjunta deste enunciado com os resultados desenhados e
eventuais notagdes, tendo como pano de fundo os nossos conhecimentos, maiores ou
menores, sobre a geometria do cilindro e das projecdes, pode convencer-nos da adequacao da
representacdo ao objetivo pretendido.

Desenho a méao levantada

No caso do desenho a mao levantada, € necessario confiar nas habilidades de observacao
espacial daimagem mental do cilindro que se forma e, a partir dai, representar a forma, por
exemplo numa folha de papel ou na superficie de um tablet, procurando um controlo minimo
das proporcoes. Neste processo enfatiza-se a intuicao e o entendimento béasico da estrutura e
relacdes espaciais da forma. A maior ou menor qualidade do resultado depende, por um lado,
da habilidade para o desenho em fung¢éo de um eventual objetivo e, por outro lado, do
conhecimento da geometria do cilindro e como esta se reflete num desenho que é,
inerentemente, bidimensional. Nao ha um caminho Unico para proceder a representagdo, mas
atrevemo-nos a postular que a proficiéncia nesta abordagem estéa correlacionada com a maior
ou menor pratica nas que se lhe seguem, que estruturam o alicerce racional, bem como numa
pratica do desenho de observacéo, que estrutura o alicerce empirico.

Passemos a pratica.

Num desenho a méao levantada, pode comecar-se por desenhar uma curva ovalizada
correspondente a uma das bases do cilindro, depois duas retas mais ou menos tangentes
aquela curva e, por fim outra curva mais ou menos ovalizada que tampona o cilindro
convencendo-nos de que respondemos ao solicitado. Se assim se proceder, estamos a
considerar, consciente ou inconscientemente, que o eixo do cilindro é obliquo ao plano de
projecao ou que a diregao da projegao é obliqua ao plano de projegao, ou ainda ambas as
coisas. Se desenhassemos apenas uma circunferéncia ou um retangulo, com as proporcgoes de
dois para um, como representacao do cilindro, estariamos a considerar que o eixo seria
perpendicular ou paralelo ao plano de projegdo. Mas o0 mais provavel € ndo darmos essa
resposta perante o problema. Embora esta descricao pareca evidente, na verdade pode dar
origem a uma enorme variedade de resultados, uns mais corretos e outros menos corretos,
contraditérios ou mesmo errados.
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Pensemos no passo inicial, isto é, desenhar uma elipse correspondente a uma das bases do
cilindro. Se tivermos presente a dupla simetria da elipse em relagao a dois eixos
perpendiculares, o nosso desenho, ainda que produzido sem instrumentos de controlo da
preciséo, deve refletir e permitir reconhecer essa propriedade mesmo que ndo sejam utilizados
tracados auxiliares (figura 0.9.a). Em alternativa, para facilitar o desenho da curva, o
desenhador até pode explicitar os dois eixos de simetria (figura 0.9.b) ou desenhar um
retdngulo no qual se inscreve a elipse (figura 0.9.c), e nao é de esperar que os procedimentos
de controlo vao muito além disto. No entanto, tudo depende da intencao e habilidade de quem
representa.
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Fig. 0.9. Desenho do cilindro a méo levantada: a) as elipses sdo desenhadas sem tragados auxiliares, b) sdo desenhados os eixos
principais das elipses, c) sdo desenhados os retangulos envolventes das elipses e um paralelepipedo circunscrito.

De seguida ha o desenho das duas retas tangentes a elipse. Provavelmente, e de forma
intuitiva, essas duas retas sdo representadas paralelas. Afinal, todas as geratrizes do cilindro
séo paralelas entre si e ha, em geral, a tendéncia em fazer refletir no desenho aquilo que se
conhece do objeto representado. Mas 0 mais certo € nao se pensar muito no facto de que essas
retas resultam da interseg¢ao de dois planos projetantes com o plano e projegéo, tangentes a
superficie do cilindro e paralelos entre si. Se for reconhecivel que essas retas sao tangentes a
elipse nos extremos do eixo maior, entao esta a representar-se algo que pode ser interpretado e
considerado como uma projecao ortogonal do cilindro, mesmo que isso, mais uma vez, possa
nao ser totalmente consciente por parte de quem esta a desenhar. Caso contrario, a
representagao equivalera a uma projecéo obliqua do cilindro.

Por fim ha o desenho da elipse correspondente a outra base do cilindro. Se tivermos presente
que as duas bases sdo iguais e estdo contidas em planos paralelos, e se soubermos que figuras
iguais contidas em planos paralelos tém projecgoes iguais, entdao desenhamos a segunda elipse
como uma translagao da primeira, isto €, procura-se que o desenho das duas curvas seja o
mais igual possivel. Mais uma vez, o conhecimento, a habilidade e a intuigdo de quem desenha
determinam a qualidade do resultado.

Eventualmente pode considerar-se que o desenho se torna mais explicito ou que fica mais
facilitado se se comecar por desenhar um paralelepipedo envolvente do cilindro. Neste caso,
em geral, as elipses tém de ser inscritas em paralelogramos. Deve ser reconhecido que cada
uma das elipses deve ser tangente a cada um dos paralelogramos nos pontos médios dos seus
lados ao mesmo tempo que se deve ter presente a dupla simetria da curva em relago aos dois
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eixos principais perpendiculares entre si e que nao tém a diregao dos lados dos
paralelogramos.

Ja em relacao as geratrizes do contorno aparente, deve reconhecer-se que, sendo paralelas a
quatro arestas do paralelepipedo envolvente, sdo tangentes as elipses em pontos que se
distinguem dos pontos médios dos lados do paralelogramo. Se, no resultado produzido for
visualmente reconhecivel que estas tangentes sdo perpendiculares aos eixos maiores das
elipses, entdo poderemos ser convencidos de que que estamos perante uma projegao
ortogonal, caso contrario sera obliqua. O desenhador, se for menos habilidoso, podera ainda
sentir-se mais confortavel ao desenhar as diagonais dos paralelogramos para estimar melhor o
desenho da curva eliptica.

Nao se distinguiu o desenho analégico do desenho digital uma vez que o desenho digital a mao
levantada tende a mimetizar o desenho manual pelo facto de considerarmos que ndo ha a
utilizagao de instrumentos de controlo da precisao para além da relagao olho/cérebro/mao.
Porém, no caso do desenho de precisao, pode ser significativa a diferenga entre a abordagem
analégica e a abordagem digital.

Desenho analégico de precisao

Vejamos agora a mesma questdo no caso do desenho de precisao analdgico, isto é, feito sobre
papel com os instrumentos tradicionais de controlo da precisao (a régua, o compasso € 0
transferidor, etc.).

A estratégia geral pode ser muito semelhante ao caso anterior, porém ha diferencas
significativas. Enquanto no desenho a méao levantada as proporgoes, as relagbes e as
dimensoes sao estimadas visualmente ainda que apoiadas por tragcados auxiliares, no caso do
desenho de preciséo estas necessitam ser controladas por processos graficos rigorosos, em
geral mais extensos, com o auxilio de instrumentos, e o conhecimento das propriedades
geométricas envolvidas tem de ser muito mais consciente e evidente.

Suponhamos uma sequéncia similar a descrita anteriormente, isto ¢, comecemos pelo
desenho de uma elipse correspondente a uma das bases. Neste caso € preciso ter claro se a
projecao é obliqua ou ortogonal porque temos de controlar com precisdo e rigor a
representacdo. Também é imprescindivel explicitar as dimensdes do cilindro. Isto implica
forcosamente a utilizacdo de construgdes graficas auxiliares que visam garantir a corregao dos
resultados.

Assumindo a projeg¢éo ortogonal, se comegarmos por representar os eixos principais da elipse
devemos ter em conta que o comprimento do eixo maior € igual ao comprimento do didmetro
da base do cilindro e que o comprimento do eixo menor é fungao a inclinacao do plano da base
em relacdo ao plano de projecéo (figura 0.10.a). Quanto menor for o comprimento do eixo
menor, maior é a inclinagédo do plano da base. Depois, como os planos das bases do cilindro
sao perpendiculares as geratrizes, esta decisao inicial também condiciona a representagao dos
comprimentos das geratrizes.
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Fig. 0.10. Cilindro representado através de desenho manual de preciséo: a) projegéo ortogonal, b) projegéo obliqua.

Comecemos por representar os eixos principais de uma das elipses corresponde a uma das
bases. Embora estes eixos definam uma e apenas uma elipse, a sua representagéao grafica
precisa nao é imediata. Note-se que neste momento apenas temos quatro pontos poronde a
curva passa. Se procurarmos desenhar a curva apenas com estes pontos, o mais certo é
produzirmos um desenho pouco preciso e pouco rigoroso. Assim, € necessario construir um
conjunto de pontos adicional que permitam um incremento da precisao e do rigor no desenho
da curva. Isso pode ser feito de diferentes modos. Definidos os eixos principais da elipse, e
conhecendo um qualquer método de construgéo de pontos da elipse, pode aplicar-se esse
procedimento. No caso concreto foi utilizado um procedimento que cruza duas afinidades. O
desenho da curva é feito interpolando os pontos determinados. O tragado da curva pode ser
executado a mao levantada ou com o auxilio de instrumentos como o escantilhdo ou a régua
cobra. Note-se o desenho pode ainda ser facilitado se forem desenhadas as retas tangentes a
elipse nos pontos previamente obtidos, o que néo fizemos no caso da figura 0.10.a.

Apds a representacao da elipse é agora necessario representar as projegcdes das geratrizes de
contorno aparente. Atendendo a que estas proje¢gdes nhdo sdo mais que os tragos, no plano de
projecao, dos planos projetantes tangentes a superficie do cilindro, resulta que sao tangentes a
elipse nos extremos do seu eixo maior. O seu comprimento, no desenho, pode ser obtido
através de calculo (abordagem analitica) ou graficamente através da construgao da inclinagao
das geratrizes (abordagem grafica). A segunda base pode agora ser representada a partir da
primeira por translag&o dos pontos que foram utilizados para a representar ou repetido o
procedimento seguido para a primeira base.

Se comecgarmos por representar um paralelepipedo envolvente do cilindro como se de uma
axonometria obliqua se tratasse, procedimentos idénticos se impdem. Sera necessario utilizar
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uma afinidade para obter pontos das elipses das bases, incluindo os pontos de tangéncia das
geratrizes de contorno aparente. Mais uma vez, para melhor guiar o tragcado das curvas, pode
adicionar-se a determinagéao das retas tangentes as elipses nos pontos previamente
determinados (figura 0.10.b).

Desenho digital de precisao

Vamos agora considerar o caso do desenho digital de precisao. A utilizagdo de um ADMG2D no
estudo da geometria introduz diferengas de procedimentos face aos procedimentos analdgicos
tradicionais. Em parte, isto deve-se a ampliagéo das possibilidades e representagao dadas
pelas funcionalidades do ambiente digital. Neste sentido, a sua adocéo deve ser precedida de
um exame as suas funcionalidades do ponto de vista geométrico. Isto ndo se trata de uma mera
descricao de comandos e “truques”. Deve antes ser a procura do entendimento dos
fundamentos geométricos das funcionalidades disponibilizadas. E uma espécie de engenharia
inversa da aplicagao. Quer isto dizer que, através da experimentagao das funcionalidades
disponibilizadas deve conduzir-se um processo de entendimento qualitativo geral dos
fundamentos geométricos que estdo na sua base levando a reconhecer o seu potencial, mas
também as suas limitagoes.

Ha que distinguir duas situagdes. Primeiro aquela em que os procedimentos tendem a
estender o que atras foi dito em relagédo ao desenho analégico de precisao, isto &, no essencial
os procedimentos sao transferidos da folha de papel bidimensional analégica para a “folha”
bidimensional digital. E de seguida, aguela em que os desenhos séo o resultado da aplicagéo
de um automatismo a partir de modelos tridimensionais. Para ja, vamos considerar apenas o
primeiro caso.

No primeiro caso, assumindo a projecao ortogonal, o desenho do cilindro desenvolve-se de
modo idéntico com uma excecao. E que agora ndo é necessério determinar pontos adicionais
na elipse para garantir a preciséo e rigor do seu desenho, nem tampouco € necessario
determinar retas tangentes a elipse para guiar o seu tragado (figura 0.11.a). E que, a
generalidade dos ADMG2D dispde de fungdes, vulgarmente designadas por comandos, que
permitem o desenho de uma elipse dando os extremos dos eixos principais como dados. E
como se agora dispuséssemos de um “compasso” especial que permite desenhar elipses. O
mesmo sucede para outras figuras geométricas, e isso € uma vantagem dos ambientes digitais.
A consequéncia pratica imediata é uma rapidez maior na execugao do desenho e a
necessidade de executar menos tragados. Este facto leva por vezes a opinido, em nosso ver
injustificada e errada, que a adogdo de ADMG2D empobrece ou substitui a geometria. Na
verdade, é exatamente o contrario que se passa como vamos agora ver.

Vamos supor que se comeca pelo desenho do paralelepipedo envolvente como se de uma
axonometria obliqua se tratasse (figura 0.11.b). Podemos agora ser tentados a pensar que
temos de reproduzir exatamente o mesmo caminho que realizamos no caso do desenho
analogico de precisao, isto porque, a generalidade dos ADMG2D nao dispde de uma fungao que
permita, de modo imediato, representar uma elipse inscrita num paralelogramo. Porém, se o
fizermos, estamos a utilizar o ADMG2D de forma errada porque o resultado obtido ndo seré o
que maior precisao pode apresentar nem o que aumenta a eficiéncia do processo de
representacao.
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Fig. 0.11. Cilindro representado através de desenho digital de precisdo: a) projegdo ortogonal, b) projegdo obliqua.

Ora vejamos, a definicdo de uma elipse inscrita num paralelogramo equivale a sua definigcao
através de didmetros conjugados, admitindo que esta é tangente aos lados do paralelogramo
nos seus pontos médios. Assim, neste caso, podemos utilizar a afinidade nao para determinar
pontos quaisquer da elipse, mas sim para determinar os extremos dos eixos principais, apds o
que podemos utilizar a funcgao disponibilizada para o desenho da elipse com toda a precisao e
rigor. Ou entédo, se o ADMG2D permitir exercer controlo idéntico através do tragado da curva
apoiado em pontos da mesma, também podemos proceder desse modo. No caso da figura
figura 0.11.b foi o que fizemos. E em relagdo ao contorno aparente, uma vez que em termos
praticos consiste no desenho de duas retas, de diregdo conhecida, tangentes a elipse,
podemos utilizar a afinidade para obter os pontos de tangéncia ou obter os pontos de tangéncia
através da intersecéo da elipse com o seu didmetro que fica definido pelo centro e o ponto
meédio de uma corda com a direcao (conhecida) das tangentes. Isto é possivel porque, no
ADMG2D, o desenho da elipse, e consequentemente a sua intersegdo com uma reta, é tao
preciso e rigoroso como, por exemplo, a interse¢éo de duas retas. Por fim, o desenho da
segunda base ndo é mais que uma copia da primeira sem a necessidade de novos tracados.

Adicionalmente as aplicagdes digitais de desenho geométrico geralmente dispbéem de
ambientes que permitem automatizar e personalizar procedimentos através de programacao, o
que nos possibilita adicionar novas fungdes que nao existiam inicialmente na aplicagao. Esta
possibilidade implica o estreitar a ligagao entre as abordagens grafica e analitica a geometria.
Por exemplo, no caso dado anteriormente, é possivel automatizar a sequéncia de passos que
permitem a determinacao dos eixos principais da elipse e guardar esse algoritmo como uma
nova fungao a disponibilidade do utilizador.

Com este exemplo colocamos em evidéncia que, embora a utilizacdo do ADMG2D tenha
tornado desnecessarios alguns procedimentos utilizados no desenho analdgico, também
implicou a invocagao de outros conhecimentos e procedimentos, porventura mais exigentes e
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avangados, que nao eram oportunos, do ponto de vista pratico, no contexto do desenho
analégico de precisdo. Assim, na verdade, a utilizacdo do ADMG2D colocou a geometria em
evidéncia em vez de a omitir, isto &, exige maior conhecimento de geometria e ndo o contrario.
Reconhecemos que, pelas facilidades introduzidas pelos ADMG2D, o desenho de precisao
analégico tende a cair em desuso. Mas reconhecemos igualmente que, pelo menos do ponto
de vista formativo, é importante fazer uma passagem, ainda que breve, por aquela forma de
representar, pois s6 se consegue reconhecer a vantagem e a diferenga de um processo face a
outro, se ambos forem conhecidos e tiverem sido experimentados.

Uma reflexao antecipada

No caso da extragdo automatica das representagodes bidimensionais a partir de modelos
tridimensionais produzidos em ADMG3D, a reflexao é outra. Podemos considerar a modelagao
tridimensional como uma forma de desenho. De facto, e conceptualmente, ao modelar
tridimensionalmente esta a agir-se diretamente no espago tridimensional, embora esse espacgo
seja apenas percecionado, em geral, através de uma janela (o monitor do computador) que cria
uma barreira fisica entre o desenhador/modelador e o espago do modelo. E claro que néo
existe espago fisico nenhum para la do ecra. Mas a iluséo esta la (figura 0.12).
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Fig. 0.12. Cilindro modelado tridimensionalmente num ADMG3D e visualizado através de um esquema tipo de vistas.

Essailusdo pode até ser ampliada dramaticamente através de dispositivos de realidade virtual
criando a percecgao de se estar verdadeiramente embebido num espaco tridimensional, porém,
mais uma vez, o utilizador esta apenas a olhar para dois ecras para la dos quais, tal como no
computador, ndo ha espaco fisico nenhum, apenas um espaco percebido e percecionado.

O operador fornece certos dados de entrada que sao processados sendo devolvida uma
imagem no ecra e escolhe os pontos de vista sobre o espago do modelo e os modos de
renderizagao da visualizagdo. Como a interagao é dinamica tém-se verdadeiramente a ilusao
de estar a contemplar e manipular diretamente um espaco tridimensional. E como os dados de
entrada para representar as formas sdo tendencialmente inerentes a forma espacial e ndo a
projecoes especificas, temos entdo um cenario significativamente diferente daquele que € o
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contexto operativo tradicional da representacéo, inerentemente bidimensional, da geometria
descritiva. Isto €, a representacao na geometria descritiva ndo é dissociavel da construcao das
projecoes ao passo que no ADMG3D a dissociagao existe. Mas ha um elo de ligagdo que
persiste pelo facto da realizagcdo de muitas operagbes de modelacdo poder comegar pela
consideragao de elementos de proje¢gdes como ponto de partida. Por outro lado, os resultados
de saida, do ponto de vista do controlo das projegdes, também envolvem o dominio de um
conjunto de pardmetros que sao comuns a geometria descritiva. Por exemplo se for pretendida
uma dada vista normalizada, € necessario invocar principios e conhecimentos geométricos
que sao do dominio da geometria descritiva. No entanto, a maior parte das aplicagdes digitais
de modelacao tridimensional tem implementados esquemas tipo que resolvem a articulagao
entre diferentes tipos de vistas do modelo.

Um aspeto significativo é a automatizacao da extracao da representacgao bidimensional a partir
da representacao tridimensional. Ndo nos referimos aqui a representagao que ocorre
dinamicamente no ecra do computador, como o que temos na figura 0.12, mas sim a
possibilidade de extragao de uma representagao inerentemente bidimensional editavel a partir
do modelo tridimensional. Embora essa seja uma dimensao gue nao nos ocupara, é relevante
considerar que a edicdo geométrica desses desenhos estd no dominio estrito da geometria
descritiva.

Por fim, importa notar que nas areas de conhecimento que utilizam a representacao grafica
como recurso, como € o caso do design, da arquitetura e de algumas engenharias, é normal
iterar entre os varios tipos de suporte de representacao. Por exemplo é possivel desenhar a
mao levantada sobre uma impressao do desenho produzido em ambiente digital de modo a
que, por sua vez, se informe um processo de modelagdo 3D do qual se extrai automaticamente
um desenho. As possibilidades sdo iniUmeras e o que importa salientar € a importancia de se
praticar as varias formas de desenho e representagcédo, reconhecendo a vocagao e o contexto
de aplicabilidade de cada uma, explorando transversalidades entre as mesmas, de modo a
tornarmos mais eficiente o nosso processo de trabalho.

No inicio desta secgao referimo-nos ao desenho manual a méao levantada. No seguimento
deste texto iremos considerar sobretudo o desenho de precisdo em ADMG, fazendo apenas
referéncias pontuais ao desenho a méo levantada. Mas é oportuno deixar aqui um elogio a esta
forma de desenhar, que deve ser praticada, e acrescentar algumas reflexdes. O desenho a mao
levantada assume expressdes muito variadas e, ainda que informado por principios
geomeétricos, é mais subjetivo. O desenvolvimento de um desenho de pendor geométrico a mao
levantada é tanto melhor sucedido quanto mais o seu praticante itere entre o desenho de
observacéo e o desenho geométrico. Neste sentido, € uma sintese entre estas duas
abordagens. E essa sintese dificilmente se explica; é preciso cada um fazé-la. E da prética
continuada do desenho de observagéao e da observagao do desenho geométrico de precisao,
que resulta a proficuidade naquela forma de desenhar que todos os arquitetos, designers e
engenheiros deveriam dominar. Nesse sentido, o desenho manual, com a sua flexibilidade e
capacidade de acomodar a incerteza, mas também com a sua capacidade de aportar rigor, que
é em primeiro lugar mental, € uma forma superior de desenho que deve ser encorajada, a par
do desenho de precisdo, em ambiente de ensino e aprendizagem em geometria descritiva.

Quando se desenha isso faz-se mobilizando mais ou menos um conjunto de tragcados que
auxiliam a producgao do desenho, em fungao da habilidade de quem o produz. Ndo ha uma
regra rigida. Pensemos por exemplo no desenho em perspetiva. Atualmente é muito pouco
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provavel que, num atelier de arquitetura, alguém tenha de produzir uma perspetiva rigorosa de
um projeto através de desenho 2D. O mais provavel é essa perspetiva resultar de um modelo
3D. Porém, o desenho em perspetiva a mao levantada continuara a ser necessario para
desenvolver o projeto e tomar decisdes sobre o mesmo. Neste, os pontos de fuga podem ser
explicitos ou implicitos, bem como as convergéncias das linhas. De forma semelhante, em
geometria, também os desenhos a mao levantada podem ser os que permitem discorrer, de
forma mais descomprometida, sobre as varias hipdteses de abordagem a resolugao de um
dado problema. Cabera ao estudante fazer a sintese e cabera ao professor balancear as
praticas no sentido de evitar anacronismos e no sentido de tirar o maximo partido de todas as
possibilidades que sao oferecidas pelo espetro de meios de que hoje dispomos.

Num certo sentido, o que pretendemos com este trabalho é contribuir para informar a
componente geomeétrica do desenho e para colocar em evidéncia que, em geometria descritiva
0 processo nao termina quando o desenho esta concluido. Nessa fase ainda vamos apenas a
meio. A outra metade do caminho consiste na utilizacdo do desenho como suporte do discurso
sobre o objeto representado.
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PARTE | - Geometria Descritiva

Introducao

A geometria descritiva ocupa-se da descri¢gdo das figuras que habitam o espaco tridimensional,
em geral euclidiano, através de projegcdes em planos, o que é feito, tradicionalmente, através de
desenhos bidimensionais, de forma mais ou menos organica ou estruturados através de
sistemas de representacéo. Para isso confluem essencialmente métodos graficos, mas nao se
descarta a utilizagao de resultados de processos analiticos, o que efetivamente acontece nos
casos em que utilizam conceitos provenientes, por exemplo, da algebra ou da geometria
diferencial. Atualmente a operacionalizagéo pratica desse tipo de resultados e nogdes, como é
o caso do conceito de curvatura de uma linha ou superficie, fica facilitado pela utilizagao de
ambientes digitais de modelagdo geométrica (ADMG). Esses ambientes constituem um
interface que permite, entre a visao e o raciocinio, o estudo e aplicagao pratica de propriedades
das figuras que de outro modo seriam graficamente impraticaveis ou que, pelo menos, seriam
de aplicagao pratica dificil e trabalhosa. Em linha com o que é defendido por alguns autores,
entendemos que os ADMG2D e ADMG3D sdo uma extensdo natural do ambiente operativo da
geometria descritiva. Com efeito, e num certo sentido, os ADMG2D pouco mais fazem que
digitalizar a tradicional folha de desenho.

Comecaremos por seguir os procedimentos tradicionais da geometria descritiva na resolugéo
dos varios tipos de problemas através da construcao bidimensional das projecgoes.
Entendemos que a abordagem 2D é formativa e permitira tratar um conjunto de questoes
basicas que embasam os alicerces do entendimento visual da geometria no espaco. Nesse
processo passaremos por varios exemplos praticos. Nos casos em que os exemplos se
traduzirem em situacdes que visam uma pratica por parte do leitor, os nossos desenhos vém
acompanhados pela declaragao de uma escala e unidade de trabalho. O objetivo é que o leitor
possa reproduzir esses desenhos na sua pratica. Nos casos em que as situagdes sao tratadas
com maior generalidade, prescindimos dessa indicacao. E aqui o objetivo é deixar a liberdade
ao leitor para poder decidir pela disposicdo dos dados na folha de desenho (analdgica ou
digital) da forma que entender. No final desta secg¢ao, faremos uma incursao por um ADMG3D
naquilo que designamos por sistema integrado de representacdo. Ai chegados, fazemos uma
pequena selegdo de questdes ja abordadas previamente e voltamos a trata-las procurando
colocar em evidéncia o que ha de comum, e o que ha de diverso, entre os modos de operar
proprios das projecoes e da modelagao geométrica tridimensional.

Notacoes
Neste texto consideram-se as seguintes convengades.
Pontos sao notados por letras maiusculas: P,Q, R, ....
Retas sao notadas por letras mindsculas: 1, s, ¢, ....

Quando a projegao de uma reta se reduz a um ponto, é notada entre paréntesis curvos:

(a), (b), (p), ...
No caso de se pretender, nota-se a reta identificando dois pontos: AB, BC,AD, ....

Curvas sdo notadas por letras minUsculas entre paréntesis retos: [a], [b], [c], ....
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Planos sdo notados por letras mindsculas do alfabeto grego: a, 8,7, ....

Quando a projegao de um plano se reduz a uma reta, € notada entre paréntesis curvos:

(), (B), (), -
Pode notar-se a definicdo do plano através de pontos e/ou retas: ABC, PQR, ab,ac,aP, Qb, ....

Superficies sdo notadas por letras minusculas do alfabeto grego entre paréntesis retos:

[a], [B]. [¥], ..

Sdlidos sao notadas por letras maiusculas do alfabeto grego entre paréntesis retos ou nao:
[r],[@]%, ...

Um segmento de reta fica representado pela notacdo dos seus pontos entre paréntesis retos:
[AB], [BC], ....

O comprimento de um segmento de reta fica notado por um trago sobre a designacéo dos
pontos que o definem: AB, W,

O simbolo = é utilizado para notar dois elementos coincidentes:tA=B,r=s, a = [, ....

Também se pode utilizar o simbolo = para notar que um figura é definida em termos de outras:
a=ABC,m = PqQ, ...

Um indice numérico associado a um ponto ou reta pode notar uma projecao, se estiver apos a
designagao do elemento; ou notar uma cota, se estiver antes da designagao do elemento: ,P,
Az, sM, Ny, ....

O indice R associado a um ponto ou reta nota que se trata de um elemento rebatido ou rodado:
AR,PR,mR,

Outras convengdes nao expressas aqui poderao ser introduzidas no texto.

Quando o contexto de representagdo ndo levanta ambiguidades, a notagdo pode ser
simplificada ou até mesmo omissa.

Nocodes essenciais de Geometria no Espaco |

Normalmente a geometria descritiva ndo é a porta de entrada para o estudo da geometria.
Idealmente, alguém que aborda a geometria descritiva pela primeira vez, ja teve contacto com
tépicos de geometria no Ambito da sua formagédo em matematica, e ja teve contacto com o
tépico das construcdes geométricas no Ambito da sua formagéo em educacéo visual. E certo
que essas bases podem néo ser muito sélidas. Por isso € sempre importante uma abordagem
pedagdgica que permita seguir em frente quem possa ter maiores lacunas de base.

Mas a geometria descritiva é seguramente para muitos a porta de entrada para o estudo da
geometria no espaco. E nesse sentido € preciso estabelecer um conjunto de conceitos iniciais
que possibilitem uma abordagem mais informada e sélida. A exposigdo que vamos fazer néo é
extensiva. As nossas afirmacdes seguintes poderiam ser enquadradas, do ponto de vista
formal, em no¢gdes comuns, axiomas, postulados, definigcdes, teoremas. Mas ndo estao
organizadas num sentido logico matematico. Privilegiamos uma abordagem, porventura menos
estruturada, que apela ao sentido da visao e que devera ajudar a reforgar a intuigcao do leitor.
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Sabemos que a procura de definigdes acaba por cair sempre num circulo vicioso de palavras,
isto é, tautolégico, como nos recordou Coxeter (1974). Por isso os gedmetras que estudam a
geometria pura preferem deixar alguns termos primitivos (como ponto e reta) e certas relagdes
indefinidas (estar contido em ou passar por, que na verdade se podem resumir a relagao de
incidéncia) e desenvolver, a partir dai, as propriedades da geometria. Pese embora a
impossibilidade matematica de definir estes elementos base da geometria, quando nos
referimos a estes elementos, damos definicdes que assentam nas palavras da linguagem
corrente e naquilo que € a experiéncia sensivel de ponto e reta. Mesmo sem possibilidade de
definicdo matematica, todos sabemos do que se trata quando falamos em ponto e reta. Mais
tarde poderemos fazer o exercicio de chamar ponto a reta e reta ao ponto e perceber que, do
ponto de vista légico nada muda (lembremo-nos do principio da dualidade da geometria
projetiva). Mas isso fica para outra oportunidade...

Por agora.

Ponto e reta sao conceitos indefinidos. Um ponto pode incidir ou ndao numa reta e uma reta

9y

pode incidir ou ndo num ponto. Incidir ¢ uma relagédo que significa “estar em” ou “passar por”.

A linha é uma entidade geométrica, com apenas uma dimensao, gerada pelo movimento do
ponto.

Dado um ponto e uma reta nao incidentes, o plano por eles definido é o conjunto de todas as
retas que se podem apoiar no ponto e na reta dados, bem como todas aquelas que se podem
apoiar e em pontos e retas assim geradas. O plano é uma superficie continua com uma
infinidade de pontos e retas.

Dado um plano e um ponto ndo incidentes, o espago por eles definido é o conjunto de todos os
planos que se podem apoiar no ponto dado e em retas do plano dado, bem como todos
aqueles que se podem apoiar e em pontos e retas de planos assim gerados. O espagco é uma
figura continua com uma infinidade de pontos, retas e planos.

No espaco euclidiano as retas e os planos podem estender-se tanto quanto se queira.

Duas retas incidentes no mesmo plano se, por mais que se estenderem, nunca se
intersetarem, diz-se que sao retas paralelas. Cada linha reta tem uma diregao. Direcdo é a
propriedade comum a uma familia de retas paralelas entre si.

De dois planos que, por mais que se estenderem, nunca se intersetarem, diz-se que sao
planos paralelos.

Cada plano tem uma orientagao. Orientacao é a propriedade comum a uma familia de planos
paralelos entre si. Uma orientagao contém uma infinidade de diregoes.

No espacgo afim, cada reta é estendida com um ponto situado no infinito (ponto impréprio) e
cada plano é estendido com uma reta situada no infinito (reta imprépria). O conjunto destes
pontos e retas é o plano do infinito ou plano impréprio. No espaco afim, o plano impréprio
considera-se fixado.

A cada diregdo corresponde um ponto improprio, dai dizer-se que retas paralelas se
intersetam no infinito. A cada orientagéo corresponde uma reta imprépria, dai dizer-se que
planos paralelos se intersetam no infinito.
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Uma curva é uma entidade geométrica gerada pelo movimento continuo do ponto no espago
néo percorrendo uma linha reta.

Retas e curvas séo linhas.

Alinha que se desloca no espaco, deformando-se ou nao, para gerar uma superficie, designa-
se geratriz.

Uma curva pode incidir num plano ou ndao. No primeiro caso diz-se que é curva plana, no
segundo caso diz-se que € curva torsa.

As linhas tém apenas uma dimenséao e os pontos nenhuma.

Uma superficie é uma entidade, gerada pelo movimento continuo de uma linha.

Um plano é uma superficie. Uma superficie que ndo é plana é uma superficie curva.
As superficies tém duas dimensodes.

Pode entender-se a geragdo de uma superficie considerando o movimento de uma linha geratriz
apoiando-se sobre outra linha ou sobre uma superficie.

Designa-se por diretriz a linha ou superficie sobre a qual se apoia a geratriz no seu movimento.
Se a diretriz € uma superficie, entao diz-se que a superficie gerada tem um nucleo.

Uma superficie regrada é gerada pelo movimento continuo de uma linha reta.

Uma superficie regrada pode ser condicionada a incidir em trés diretrizes.

No espacgo projetivo, o plano do infinito no é fixo, e pode ser qualquer plano do espago, pelo
que todas as retas e todos os planos se intersetam. Neste espag¢o ndo existem retas paralelas
nem planos paralelos, e os planos ndo sao orientaveis, isto €, um plano nao divide o espaco.

Nas definicdes que se seguem considera-se o espago euclidiano. Este espaco implica uma
forma de medigao de distancias e de angulos.

Dois pontos contidos numa reta dada definem um segmento de reta contido na reta dada. O
comprimento do segmento de reta € a distancia entre os dois pontos e corresponde a sua
comparagao com a extensdo do comprimento de um segmento padrao. Qualquer
comprimento pode ser escolhido arbitrariamente como unidade de medida. Porém, é comum
utilizarem-se unidades padrdo como o centimetro, o metro ou a polegada.

Uma linha continua composta pela unido de varios segmentos de reta designa-se por linha
poligonal.

Um ponto contido numa reta divide-a em duas partes. Cada uma dessas partes designa-se
semirreta e o ponto € a origem de ambas.

Designa-se por angulo a figura plana delimitada por duas semirretas com a mesma origem. As
semirretas sdo os lados do angulo, a origem comum das semirretas é vértice do angulo.

Duas semirretas permitem definir dois angulos, ditos replementares, um céncavo € outro
convexo. A unido de dois dngulos replementares forma um angulo giro. Define-se como grau,
um angulo correspondente a 1/360 de um angulo giro. O grau pode ser utilizado como padrao
para medir dngulos. O replementar de um angulo giro é o angulo nulo.
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Meio dngulo giro € um angulo raso. Dois angulos que somados perfazem um angulo raso
dizem-se suplementares. Um angulo concavo esta compreendido entre um angulo raso e um
angulo giro.

Meio angulo raso é um angulo reto. Dois angulos que somados perfazem um angulo reto
dizem-se complementares. Um dngulo entre um &ngulo reto e um &ngulo raso € um angulo
obtuso. E menor que um angulo reto € um angulo agudo. Um &ngulo convexo esta entre um
angulo raso e um angulo nulo.

Designa-se por faixa ou tira a regidao plana delimitada por duas retas paralelas.

Uma reta divide um plano que a contém em duas partes, cada uma das quais designada
semiplano.

Uma regido plana finita pode ser delimitada por linhas de diferentes naturezas.

No plano, em geral, uma reta tangente a uma curva num ponto, € uma reta que, passando por
esse ponto, deixa toda a curva do mesmo lado da reta na vizinhanga do ponto. Ha excecgoes
que, por agora, nao serao abordadas.

No plano, uma reta normal a uma curva num ponto € a reta perpendicular (ver adiante a
nocao de perpendicularidade entre retas) a tangente nesse ponto.

Num plano, os pontos a distadncia constante de um ponto fixo definem uma linha designada
circunferéncia e o ponto fixo é o seu centro. O conjunto dos pontos do plano delimitados pela
circunferéncia, e de que o seu centro faz parte, definem um circulo. Qualquer segmento de
reta, definido pelo centro do circulo e por um ponto das circunferéncia que o delimita, € um
raio do circulo.

Dois pontos distintos de uma circunferéncia dividem-na em duas partes. Cada uma dessas
partes é um arco de circunferéncia.

Uma reta tangente a uma curva torsa num ponto é tangente a circunferéncia definida pelo
ponto dado, e pelos pontos imediatamente anterior e seguinte a este (esta nogéao sera
aprofundada na PARTE ll). Esta circunferéncia recebe a designacao de circulo osculador.

Uma reta normal a uma curva torsa num ponto é a perpendicular a tangente contida no plano
do circulo osculador.

Dois pontos distintos de uma circunferéncia dividem-na em duas partes. Cada uma dessas
partes é um arco de circunferéncia.

Uma regiao do circulo delimitada por dois raios e um arco de circunferéncia € um setor
circular.

Uma regiao do circulo delimitada por uma corda e um arco de circunferéncia ¢ um segmento
circular.

Se a corda for um didmetro a regiao é um semicirculo.
Uma regido plana delimitada por segmentos de reta é um poligono.

Triangulo, quadrilatero, pentagono, hexagono, sdo exemplos de poligonos. Deve distinguir-se
o poligono da figura que o delimita, o n-latero (embora também se possa utilizar a palavra
poligono para nos referirmos a figura composta apenas pelos lados).
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Ha varios tipos de tridngulos como o equilatero, o isdsceles, o escaleno, o acutangulo, o
retangulo e o obtusangulo.

Ha varios tipos de quadrilatero como o quadrado, o retangulo, o paralelogramo, o losango, o
papagaio e o trapézio.

Se uma linha roda em torno de uma reta, é gerada uma superficie de revolugao e a reta € o seu
eixo.

Uma reta tangente a uma superficie num ponto, é uma reta tangente a uma curva da
superficie nesse ponto.

O plano tangente a uma superficie num ponto fica definido por duas retas tangentes a
superficie no ponto.

Uma reta normal a uma superficie num ponto ¢é a perpendicular ao plano tangente nesse
ponto (ver adiante a nogdo de perpendicularidade entre reta e plano).

A ordem de uma superficie pode ser interpretada como o numero maximo de pontos em que
uma reta a pode intersetar. Por exemplo, o plano é uma superficie de ordem um e a superficie
esférica é uma superficie de ordem dois.

Quando uma superficie regrada se pode desenrolar para um plano, sem causar rasgos ou
pregas, diz-se que € uma superficie planificavel.

Uma superficie ndo regrada ndo admite a geragao por linhas retas.

Uma superficie regrada, de diretriz curva, em que todas as geratrizes passam num unico ponto,
designa-se superficie cénica e o ponto € o seu vértice.

Uma superficie regrada, de diretriz poligonal, em que todas as geratrizes passam num unico
ponto, designa-se superficie piramidal e o ponto é o seu vértice.

Uma superficie regrada, de diretriz curva, em que todas as geratrizes sdo paralelas entre si
designa-se superficie cilindrica.

Uma superficie regrada, de diretriz poligonal, em que todas as geratrizes sdo paralelas entre si
designa-se superficie prismatica.

Um plano divide o espago em duas partes. Cada uma dessas partes designa-se semiespaco.

Designa-se por diedro a regido do espaco delimitada por dois semiplanos com a mesma reta
de origem, que se designa por aresta do diedro. Os semiplanos sédo as faces do diedro.

Designa-se por camada ou muro a regido do espac¢o delimitada por dois planos paralelos.

Designa-se por triedro a regido do espago delimitada por trés dngulos com lados comuns dois
a dois.

No espago, os pontos a distancia constante de um ponto fixo definem uma superficie esférica
e o ponto fixo é o seu centro. A superficie esférica € uma superficie curva.

Uma regido de uma superficie é uma porgao finita da superficie delimitada por linhas nela
contidas.

Um sélido é qualquer volume finito delimitado por regides de superficies.
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A esfera é o solido delimitado por uma superficie esférica.
O cone é o sdlido delimitado por uma regiao plana, a base, e por uma regiao conica.

O cilindro é o soélido delimitado por duas regides planas paralelas, as bases, e por uma regiao
cilindrica.

A piramide é o sélido delimitado por uma regido plana, a base, e por uma superficie piramidal.
O tetraedro é uma piramide com quatro faces triangulares.

O prisma é o sdlido delimitado por duas regides planas paralelas, as bases, e por uma regiao
prismatica.

Um paralelepipedo € um sélido delimitado por seis faces paralelas entre si duas a duas. Se as
faces forem retangulares, diz-se paralelepipedo retangulo, se forem quadradas, o sélido é um
cubo.

Um soélido delimitado exclusivamente por regides planas € um poliedro e essas regides sdo as
suas faces. Tetraedro, Cubo, prisma, paralelepipedo, piramide, sdo exemplos de poliedros.

Pontos, linhas, planos, poligonos, superficies, sélidos e espaco sao figuras geométricas.
Qualguer combinagéao de figuras geométricas pode originar uma nova figura geomeétrica.

Entende-se por operagao geométrica qualquer operagao que permita obter uma ou mais
figuras a partir de uma ou mais figuras prévias. Por exemplo, a obtencao de um ponto pela
intersecao de uma reta com um plano, a separagao de um segmento de reta em dois, a
determinacgao da linha comum a duas superficies, a determinacéo da regiao de secgao entre
um plano e um sélido, a truncagem de um sélido, e a planificagdo de uma superficie sao
operagdes geométricas.

Duas superficies com uma linha em comum intersetam-se ou sdo concordantes. Se duas
superficies sdo concordantes, os planos tangentes a ambas sao coincidentes em todos os
pontos da linha comum. Por exemplo, uma superficie esférica e uma superficie cénica de
revolucao cujo eixo passa pelo centro da superficie esférica podem néo se intersetar, podem
intersetar-se segundo duas circunferéncias (mesmo que uma se reduza a um ponto), ou podem
ser concordantes segundo uma circunferéncia.

Se duas superficies [a] e [B] se intersetam (ou sdo concordantes) segundo uma linha [i], existe
pelo menos uma superficie [1r] que interseta as superficies [a] e [B] segundo linhas [a] e [b],
respetivamente, que se intersetam entre si num ponto I pertencente a linha [i].

Entende-se por transformacgao geométrica qualquer operagéo estabeleca uma
correspondéncia ponto a ponto entre duas figuras geométricas, em que cada elemento de cada
uma delas apenas corresponda a um, e apenas um, elemento da outra.

Vejamos quatro exemplos de transformagdes geométricas comuns.

Se uma figura for copiada e deslocada um determinado comprimento segundo uma dada
diregao, diz-se que uma figura é a transformada da outra por translagao.

Se uma figura for copiada e for deslocada de modo a que todos os seus pontos, mantendo as
distancias entre si constantes, descrevam trajetdrias circulares com centros contidos numa
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reta fixa, diz-se que uma figura € a transformada da outra por rotagao em torno de um eixo, a
reta fixa.

Se uma figura for transformada de modo a dar origem a uma figura espelhada, diz-se que a
figura é transformada da outra por reflexdo segundo um plano.

Se os pontos correspondentes entre duas figuras transformadas sdo todos coincidentes entre
si, atransformacao operada designa-se identidade.

Note-se que as transformacdes sdo aplicadas a todo o espaco (plano ou tridimensional)
embora as vezes, por comodidade, apenas nos referimos a figuras especificas, por exemplo um
quadrado ou um triangulo.

Nas nogdes que se seguem consideramos o espago afim.

Ao conjunto de retas de um plano que passam num ponto da-se o nome de feixe de retas e o
ponto é o centro do feixe. Um feixe de retas paralelas tem centro no infinito.

Ao conjunto de planos que passam numa reta da-se o nome de feixe de planos e essareta é o
eixo do feixe. Um feixe de planos paralelos tem eixo no infinito.

Ao conjunto de retas que passam num ponto da-se o nome de estela de retas e o ponto é o
centro da estela de retas. Uma estela de retas paralelas tem o centro no infinito.

Ao conjunto de planos que passam num ponto da-se o nome de estela de planos e o ponto é o
centro da estela de planos. Uma estela de planos paralelos a uma dire¢éo de retas tem o
centro no infinito.

Por um ponto préprio ou imprdéprio é possivel conduzir uma estela de retas tangentes ou
rasantes a superficie de um corpo sélido. Os pontos de contacto da estela com a superficie do
solido formam, em geral, uma linha. Se esse ponto for considerado um ponto de vista, essa
separa o corpo da sua envolvente e designa-se por contorno aparente.

Se o ponto for considerado uma fonte de luz, o contorno aparente correspondera a uma linha
que separa, na superficie do sélido, a regido iluminada e a regido em sombra e designa-se
separatriz luz/sombra.

Daqui em diante sera sempre considerado um espaco euclidiano com a sua métrica habitual
em que os elementos impréprios tém sempre um caracter excecional e aos quais a métrica
euclidiana nao se aplica. Ou, dito de outra forma, um espaco afim com a métrica euclidiana.

Ha uma correspondéncia entre as operacdes da Geometria Descritiva e as operagdes da
Geometria Analitica.

Analiticamente, dir-se-ia que se pode estabelecer uma correspondéncia entre os pontos da
reta euclidiana e os numeros reais, isto €, o conjunto R. Neste sentido diz-se a geometria no
plano é a geometria de R?, e que geometria no espaco é a geometria de R3,isto é, em que os
pontos ficam definidos por dois numeros reais, ou trés nimeros reais, respetivamente as suas
coordenadas planas ou tridimensionais. Assim, as operagdes geométricas podem fazer-se
corresponder as operagdes que se podem realizar com os numeros reais. Por exemplo, na
geometria analitica a medicao de distancias, angulos, areas e volumes é feita através de
fungdes especificas. Por exemplo a distancia entre dois pontos € medida através do teorema de
Pitagoras, os angulos sdo medidos em termos de produto interno de vetores, as areas e 0s
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volumes podem ser estabelecidos em fungdo de determinantes, a ordem de uma curva
algébrica ou de uma superficie algébrica é entendida como o grau maximo do polinémio que
a define, etc.

Atividade proposta:

Esta subseccao obriga a um esforco de visualizagdo elevado. Como pratica sugere-se a
elaboragao de esbogos a mao levantada que ilustrem cada uma das afirmacdes, descricoes
e definigdes feitas. Note que o esbogo deve traduzir-se num exercicio de compreensao e
reforgo do raciocinio visual.

Relacdes de incidéncia entre as figuras geomeétricas
Dois pontos podem ser coincidentes ou distintos.

Duas retas podem ser coincidentes ou distintas. Para que duas retas sejam coincidentes tém
de ter em comum, pelo menos, dois pontos distintos. E se tiverem dois pontos distintos em
comum, tém todos os pontos em comum.

Dois planos podem ser coincidentes ou distintos. Para que dois planos sejam coincidentes
tém de ter em comum, pelo menos, trés pontos distintos que ndo podem estar contidos na
mesma reta. E se tiverem trés pontos distintos em comum nestas condi¢gdes, tém todos os
pontos em comum.

Por vezes, para efeitos praticos considera-se que pontos, retas e planos coincidentes séo, na
verdade, apenas um ponto, uma reta e um plano.

De um ponto pertencente a uma reta diz-se que € incidente com a reta.

O termo “incidir” é utilizado como sindnimo de “conter”, “estar contido”, “pertencer” ou
“passar por”.

De uma reta passante por um ponto diz-se que é incidente no ponto. De um ponto exterior a
uma reta diz-se que nao é incidente com a reta. De uma reta ndo passante por um ponto diz-
se que ndo é incidente no ponto. O mesmo se diz de um ponto, ou reta, contido ou ndo contido
num plano, ou de um plano que passa, ou nao passa, por um ponto ou reta.

Duas retas contidas num plano intersetam-se sempre, isto é, incidem num ponto préprio ou
impréprio. De duas retas que incidem num ponto imprdéprio diz-se que sao paralelas.

Designemos por propriamente concorrentes as retas que se intersetam num ponto proéprio.

Dados dois pontos distintos ha sempre uma reta que passa, isto &, incide nos dois pontos. Se
os dois pontos forem improprios, a reta € imprépria. Se um dos pontos for impréprio, a reta fica
definida pelo ponto préprio e por uma diregao.

Uma reta e um plano que nao a contém intersetam-se sempre, isto €, incidem num ponto
préprio ou impréprio. De uma reta e um plano que incidem num ponto impréprio diz-se que sao
paralelos.

Dois planos distintos intersetam-se sempre, isto &, incidem numa reta prépria ou imprépria.
De dois planos que incidem na reta improépria diz-se que séo paralelos.
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Dadas duas retas incidentes num ponto, existe sempre um plano que contém, isto é, incide
nas duas retas.

Trés planos distintos, nado incidentes todos na mesma reta, incidem sempre num ponto
préprio ou improéprio. Dado um ponto qualquer é sempre possivel fazer incidir nesse ponto trés
planos distintos. Se o ponto é improéprio, os planos tém uma diregdo em comum.

Dados trés pontos nao colineares (que ndo pertencem a mesma reta), ha sempre um plano
que incide nos trés pontos. Dado um plano qualquer € sempre possivel fazer incidir no plano
trés pontos ndo colineares. Se os trés pontos forem impréprios, o plano é impréprio, isto é, é o
plano do infinito. Se forem dois imprdprios, o plano fica definido pelo ponto préprio e por duas
diregdes. Se um ponto for improprio, o plano fica definido pelos pontos préprios e por uma
direcao.

Atividade proposta:

A semelhanca da subsecgéo anterior, como pratica, sugere-se a elaboracéo de esbogos que
permitam ilustrar as relagdes de incidéncia descritas.

Interacées métricas entre pontos, retas e planos

Atividade proposta:

Em relacao a esta subseccéo, antecipa-se ja a sugestao do exercicio pratico de ilustrar,
através de esbocos, as descricdes feitas. Esse exercicio ajudara o leitor a reforgar o seu
pensamento visual. Se for necessario, construa modelos fisicos que ajudem a compreender
as situacdes descritas.

Da posicéo relativa entre retas

Duas retas concorrentes dividem o plano em que incidem em quatro angulos iguais dois a dois,
também designados por verticalmente opostos.

Dos quatro angulos, cada um dos menores € um angulo agudo e cada um dos maiores é um
angulo obtuso. A soma de um dos angulos agudos com um dos dngulos obtusos é um angulo
raso. E a soma dos quatro angulos € um angulo giro. Se os quatro dngulos forem iguais entre si,
sao retos e as duas retas dizem-se perpendiculares. Cada par de angulos verticalmente
opostos é dividido em partes iguais por uma reta bissetriz. As duas retas bissetrizes dos dois
pares de angulos verticalmente opostos sao perpendiculares entre si.

Qualquer angulo pode ser usado como padrédo para a medigcdo de dngulos, porém é comum
utilizar unidades padrao como o grau. Um angulo reto tem 90 graus de amplitude. Assim, grau
é uma unidade possivel para medir dngulos. Outras unidades podem ser o grado (a centésima
parte do dngulo reto) ou o radiano (Angulo subtendido por um arco de comprimento unitario
contido numa circunferéncia de raio unitario).

Costuma designar-se por angulo entre duas retas o valor da amplitude dos angulos menores
que elas formam entre si.

Se duas retas nao se intersetarem, podem ser paralelas entre si ou enviesadas entre si.
Por um ponto P, nao contido numa reta s, é possivel conduzir uma reta m que lhe é paralela e

uma reta p que lhe é perpendicular. As duas retas, m e p, séo perpendiculares entre si. O ponto
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de intersegado daretap com areta s, ponto I, é designado por pé da perpendicular da reta p na
reta s. Adistancia do ponto P areta s € igual a distdncia dareta s a retam, e é dada pelo
comprimento do segmento de reta [PI].

Duas retas enviesadas entre si podem ser obliquas entre si ou ortogonais entre si. Duas retas
sdo ortogonais entre si se forem paralelas a duas retas perpendiculares entre si. A inclinagao
relativa entre duas retas enviesadas é dada por um dos menores angulos formados por duas
retas concorrentes que lhes sejam paralelas.

A distancia entre duas retas paralelas, s e t, fica definida pelo comprimento de um segmento
de reta [IJ] contido numa qualquer reta p que lhes é perpendicular e definido pelos pontos I e
J,pésdaretapnasretasset.

A distancia entre duas retas enviesadas, a e b, é dada pelo comprimento do segmento de reta
[1]] contido na reta p simultaneamente perpendicular as duas retas e definido pelos pés da
reta p, pontos I e J, nasduasretasae b.

Da posicéo relativa entre retas e planos

Uma reta pode incidir num plano, ser paralela a um plano ou intersetar um plano.

Uma reta paralela a um plano é uma reta que, ndo estando contida no plano, é paralela a uma
familia de retas do plano.

Uma reta que interseta um plano pode ser obliqua ao plano ou perpendicular ao plano. Se a
reta for perpendicular a um plano, é perpendicular a todas as retas do plano que a intersetam,
e ortogonal a todas as retas do plano que nao a intersetam. Se a reta for obliqua ao plano, é

perpendicular apenas a uma reta do plano e ortogonal a todas as outras que lhe sao paralelas.

Por um ponto P, n&do contido num plano a, é possivel conduzir uma reta p, perpendicular ao
plano a e um plano f paralelo ao plano «. Todas as retas do plano B séo paralelas ao plano «a.
O ponto I de intersegado da reta p com o plano «, é designado por pé da perpendicular da reta
p no plano a. A distancia do ponto P dado ao plano a € o comprimento do segmento de reta
[PI].

Por uma reta p, perpendicular a um plano «, é possivel conduzir uma infinidade de planos
perpendiculares ao plano a. Estes definem um feixe de planos incidentes na reta p. Os planos
do feixe intersetam o plano a segundo um feixe de retas com centro no pé da reta p no plano a.
As retas do feixe sédo todas perpendiculares a reta p. E todas as retas do plano que ndo fazem
parte do feixe sdo ortogonais a reta p.

Uma reta s obliqua a um plano a é perpendicular a apenas umaretar doplanoa. Asretasser
intersetam-se num ponto I. E a reta r é perpendicular a outra reta, t, do plano «a, passante pelo
ponto I. A inclinacao da reta s relativamente ao plano a é dada por um dos menores angulos
formados pelasretas s e t. As retas s e t definem um plano perpendicular ao plano a porque
sdo ambas perpendiculares aretar.

Da posigéo relativa entre planos

Dois planos distintos sdo paralelos quando ha pelo menos duas diregdes de retas comuns
entre eles. Se houver duas, todas sdo comuns.
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Dois planos distintos sdo concorrentes quando apenas ha uma diregdo de retas comum a
ambos.

A distancia entre dois planos paralelos a e B fica definida pelo comprimento de um segmento
de reta [IJ] contido numa qualquer reta p que lhes é simultaneamente perpendicular e definido
pelos pés dessa reta p, pontos I e J, nos dois planos a e 8, respetivamente.

Dois planos concorrentes dividem o espago em quatro diedros, geralmente iguais dois a dois. A
reta comum aos dois planos é a aresta dos diedros. Destes quatro diedros, ha dois planos
bissetores perpendiculares entre si que dividem cada um dos diedros em dois diedros iguais
entre si.

Se os quatro diedros forem iguais entre si, os dois planos dizem-se perpendiculares e cada um
dos diedros designa-se por quadrante.

Dois planos sao perpendiculares quando existe em cada um delas uma familia de retas
perpendiculares ao outro. Ou, dito de outro modo, em cada uma das orientagdes existe uma
direcao ortogonal a outra.

Um plano perpendicular a aresta do diedro é perpendicular aos planos das faces do diedro, e
interseta as faces do diedro segundo duas semirretas. O angulo por estas definido designa-se
retilineo do diedro e mede a inclinagao relativa das suas faces e, por conseguinte, a inclinacao
entre os dois planos.

Trés planos incidentes num ponto, € ndo numa reta, dividem o espago em oito triedros,
geralmente iguais dois a dois. Se os trés planos forem perpendiculares entre si, os oito triedros
sdo iguais e designam-se por octantes.

Um triedro é designado por triedro retangulo, triedro birretangulo ou triedro trirretangulo
consoante uma, duas ou trés faces sejam angulos retos. Um octante é obviamente um triedro
trirretangulo.

Um triedro pode ser definido pelas suas trés faces, pelos seus trés diedros, ou por uma
combinacao destes em numero de trés.

Nocéao informal de transformacao geométrica

Uma transformagao geométrica é uma operagéao pela qual se fazem corresponder os
elementos (pontos, linhas, planos) de uma figura geométrica aos elementos (pontos, linhas,
planos) de outra figura geométrica de tal modo que a um elemento de uma figura corresponde
apenas um elemento da outra. Para ja vamos considerar que a correspondéncia é entre
elementos do mesmo tipo. As transformacgodes geométricas podem ser bidimensionais,
tridimensionais ou de dimensdes superiores. Porém apenas nos interessam as bidimensionais
e tridimensionais. Numa transformacao geométrica ha relagcdes que permanecem invariantes e
sao estes invariantes que permitem caraterizar as transformagoes geométricas.

Por exemplo, as isometrias, no plano ou no espaco, sdo o grupo de transformagdes que
preservam as distancias entre pontos, e consequentemente os dngulos, as areas e os volumes
(no caso do espago). As isometrias incluem a translacao, a rotagao, a reflexao, e qualquer
combinacgéo destas transformagdes. N&do se deve confundir esta designacdo com a designagéo
do subsistema axonométrico homoénimo.

A dilagao mantém os angulos e as proporgdes das figuras mas altera-lhes a dimenséo.
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A afinidade preserva o paralelismo, mantém as proporg¢des entre as dimensdes que dizem
respeito a uma diregdo, mas néo preserva os angulos.

As transformacgoes projetivas preservam a razao cruzada, ou razao de razoes, entre
comprimentos situados numa reta, ou de angulos entre retas de um feixe num plano, ou ainda
de planos de um feixe no espac¢o. N&o preservam o paralelismo e podem ser de dois tipos: i) as
que preservam a linearidade, ou seja, transformam linhas retas em linhas retas, designando-se
colineagodes, ¢, ii) as que fazem corresponder pontos a retas ou pontos a planos, e vice-versa,
designando-se correlagoes.

As transformacoes topolégicas apenas preservam a incidéncia e a vizinhanga. Por exemplo,
numa transformacgao topoldgica, a retas poderédo corresponder curvas e vice-versa.

Atividade proposta:

Ainda que de forma empirica, como pratica, a partir de uma figura base, elabore esbogos que
traduzam os varios tipos de transformacgao aqui referidos. Se for necessario elabore uma
pequena pesquisa para esclarecer os varios tipos transformacao.

Organizacao do espaco

Um sistema de coordenadas é qualquer sistema de referéncia que possa ser utilizado para
posicionar figuras, seja num plano ou no espacgo. Por exemplo, dois pontos de um plano com
uma dada distancia entre si podem servir como base para um sistema de coordenadas
bidimensional. A reta que passa pelos dois pontos divide o plano em duas regides, uma de
coordenadas positivas e outra de coordenadas negativas. Depois, 0os pontos podem ser
posicionados no plano em funcao das distancias aos dois pontos de referéncia e escolhendo a
regido plana a que pertencem. Gaspard Monge (1797) expande esta ideia indicando que, no
espaco, um ponto poderia ficar referido pelas distancias a trés pontos fixos. Depois faz o
exercicio de considerar trés retas de referéncia. Por fim, conclui que é mais pratico utilizar trés
planos de referéncia que, por conveniéncia, devem ser perpendiculares entre si. Depois acaba
por simplificar o sistema considerando apenas dois planos de referéncia, ficando o terceiro
implicito.

Com efeito, nés iremos considerar sistemas de referéncia que se baseiam em trés planos
perpendiculares entre si. E iremos mencionar os sistemas de coordenadas retangulares,
coordenadas polares, e coordenadas cilindricas.

Sistemas de coordenadas

No espaco euclidiano pode definir-se um sistema de referéncia através de trés retas
perpendiculares entre si designadas por eixos coordenados e notadas por x, y e z. O ponto de
intersecao das trés retas designa-se por origem e nota-se com a letra 0. Cada uma das retas
pode associar-se a reta real R com a coordenada 0 na origem.

Cada par de eixos coordenados define um plano coordenado que € dividido em quatro angulos
retos designados quadrantes. Os trés planos coordenados dividem o espago em oito octantes.
Cada par de planos coordenados contém um eixo em comum. Esta estrutura é a base para os
sistemas de coordenadas retangulares, cilindricas e polares. Para distinguir entre pontos de
diferentes octantes, as coordenadas podem ser positivas ou negativas. Isto corresponde a
considerar um critério para estabelecer distancias positivas e negativas bem como estabelecer
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angulos positivos e negativos. A convengéao que utilizaremos € a que se designa por referencial
de mao direita (figura 1.1a). Na Geometria Descritiva considera-se o sistema de coordenadas
de mao direita.

Também se considera a regra da mao direita para a definicao dos angulos positivos. Por
exemplo, considerando os sentidos positivos dos eixos, uma rotagdo em torno do eixo x
considera-se positiva se for do eixo y positivo para o eixo z positivo. Generalizando, uma
rotagdo em torno de um eixo e qualquer € positiva se for no sentido anti-horario (sentido direto)
quando observada no sentido negativo do eixo de rotagao (figura 1.2).

Fig. 1.1. Referencial cartesiano retangular: a) de méo esquerda, b) de méao direita.
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Fig. 1.2. Rotacao positiva em torno de um eixo e cujo sentido positivo “aponta para o observador”.

Um sistema com trés planos coordenados perpendiculares entre si divide o espaco em oito
octantes conforme se mostra na figura 1.3. Se considerarmos a organizagcdo do espago
resultante dos planos coordenados xy (plano horizontal) e zx (plano frontal), podemos
considerar a divisdo em quatro quadrantes: 1° quadrante (1° e 2° octantes), 2° quadrante (3° e
49 octantes), 3° quadrante (7° e 8° octantes) e 4° quadrante (5° e 6°octantes). Note que esta
organizagao nao é a que se costuma evidenciar em manuais de geometria descritiva em que os
octantes sao considerados como a divisdo dos quatro quadrantes por dois planos bissetores
passantes no eixo x (na pratica sdo diedros com 45° de amplitude).

3° oct.
2° oct.
4° oct. z
- |
I
Al 1° oct. ,4‘
‘-\\ - - |
P S~ - s |
P S~ - |
I e
1 | o
0 y| -
X I i
1 |
1 ‘,_/'\'
1 - )
6° oct.
8° oct.

5° oct.

Fig. 1.3. Divisdo do espago em octantes (a referéncia ao 7° octante é omissa no desenho).
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Um sistema de coordenadas nao tem de ser absoluto. E possivel definir varios sistemas de
coordenados em fungao de determinadas conveniéncias. Por exemplo, se tivermos um objeto
constituido por varias partes, pode associar-se a cada uma das partes um sistema de
coordenadas especifico. A relagéo entre os varios sistemas de coordenadas pode ficar definida
através de transformacodes de translacao e rotagao.

Sistema de coordenadas retangulares

Um ponto P pode ser referenciado através das distancias aos planos coordenados; a distancia
ao plano zy designa-se coordenada X, abcissa ou largura; a distdncia ao plano zx designa-se
coordenada Y, afastamento ou profundidade; e a distdncia ao plano xy designa-se
coordenada Z, cota ou altura. Este sistema de referéncia corresponde a um sistema de
coordenadas cartesiano e aquelas distancias designam-se por coordenadas retangulares.

Fig. 1.4. Sistema de coordenadas retangulares.
Um ponto P fica definido pelas suas coordenadas (X,Y, Z).

Em termos sintéticos, a distdncia entre dois pontos 4 e B é o comprimento do segmento de
reta que os tem por extremos, e é dada pela sua comparagdo com o comprimento de um
segmento padrao. Analiticamente, a distancia A entre dois pontos A e B de coordenadas,
(X4Y4Z4) e (XgYRZp), respetivamente, é dada pela expressao

A=/(Xa—Xp)?+ (Ya—Yp)2 + (Z4— Zp)?.

Sistema de coordenadas cilindricas

Um ponto P pode ser referenciado através de duas distdncias e um angulo; trata-se da
distancia D do ponto ao eixo coordenado z, do angulo p que esta distancia forma com o eixo
coordenado x, e da distancia do ponto ao plano coordenado xy, isto € a coordenada Z, ou
cota.
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Fig. 1.5. Sistema de coordenadas cilindricas.

Um ponto P fica definido pelas suas coordenadas (D, p, Z). Note-se que a converséo destas
coordenadas em coordenadas retangulares é simples de obter:

X = Dcos(p)
Y = Dsin(p)

Sistema de coordenadas polares

Um ponto P pode ser referenciado através de uma distancia e dois dngulos; trata-se da
distancia R do ponto a origem, do angulo 8 da projecao horizontal desta distancia
relativamente ao eixo coordenado x, e do d4ngulo @entre a distdncia R e a sua projegéo
horizontal.

Um ponto P fica definido pelas suas coordenadas (R, 6, ¢). Note-se que a conversao destas
coordenadas em coordenadas retangulares é simples de obter:

X = Rcos(@)cos(0)
Y = Rcos(@)sin(0)
Z = Rsin(@)

L""u_l (]
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Fig. 1.6. Sistema de coordenadas esféricas.

Taxonomias

Definido o sistema de coordenadas retangulares de referéncia, € agora oportuno introduzir
algum vocabulario que nos permita mencionar os elementos geométricos reta e plano
atribuindo-lhes designagdes que nos permitam, rapidamente, entender a sua relagdo com os
planos coordenados. Vimos anteriormente que uma reta pode ser paralela, obliqua ou
perpendicular a um plano. E vimos também que dois planos podem ser, entre si, paralelos,
obliquos ou perpendiculares. Como num sistema cartesiano temos mais que um plano de
referéncia, estas designagdes ndo sao suficientes para que se perceba arelagdo de uma reta
ou plano com todos os planos coordenados em simultdneo. Introduz-se assim a nogao de
alfabeto do ponto, da reta e do plano.

Atividade proposta:

Em relacao aos alfabetos que a seguir se referem sugere-se a seguinte pratica ao leitor.
Construa um modelo fisico dos planos coordenados, por exemplo em cartolina ou noutro
material qualquer. De seguida, com arames e cartolina modele os diferentes tipos de retas e
os diferentes tipos de planos. Nestes modelos, um ponto pode ser materializado como uma
pequena bola de plasticina enfiada num arame. Este exercicio permitir-lhe-a ganhar
familiaridade com os diferentes tipos de retas e planos e reforgar o universo percetivo
relativo a estes elementos geométricos, a partir do qual se constroem as abstragdes que
vierem a ser necessarias.

O alfabeto do ponto

O alfabeto do ponto reduz-se as posi¢des tipo que um ponto pode ter no referencial cartesiano
tridimensional de acordo com as suas coordenadas. Um ponto pode estar num dos oito
octantes, num dos trés planos coordenados, num dos eixos ou nos trés eixos em simultaneo.
Cada uma das suas coordenadas pode ser negativa, positiva ou nula. Por exemplo, um ponto
com todas as coordenadas positivas esta situado no primeiro octante; um ponto com todas as
coordenadas negativas estd situado no 7° octante; um ponto com abcissa e afastamento
positivos e cota negativa esta situado no 5° octante; um ponto com abcissa e cota 0, e
afastamento negativo, pertence ao semieixo y negativo; e assim por diante.

O alfabeto da reta

Ha sete tipos de retas quanto a diregao relativa ao referencial cartesiano.

A reta de topo, perpendicular ao plano coordenado zx e paralela aos outros dois.

Areta vertical, perpendicular ao plano coordenado xy e paralela aos outros dois.

A reta fronto-horizontal, perpendicular ao plano coordenado yz e paralela aos outros dois.
Areta horizontal ou de nivel, paralela ao plano coordenado xy e obliqua aos outros dois.
Areta frontal, paralela ao plano coordenado zx e obliqua aos outros dois.

Areta de perfil, paralela ao plano coordenado yz e obliqua aos outros dois.

Areta obliqua, obliqua aos trés planos coordenados.
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Deve observar-se que estas designagdes podem ser permutaveis. Por exemplo pode dizer-se
que uma reta fronto-horizontal é de topo em relagéo ao plano coordenado yz. Ou mais
genericamente que uma reta perpendicular a um plano é de topo em relagao a esse plano.

O alfabeto do plano

Ha sete tipos de planos quanto a orientagao relativa ao referencial cartesiano.

O plano de nivel ou horizontal, paralelo ao plano coordenado xy e perpendicular aos outros
dois.

O plano de frente ou frontal, paralelo ao plano coordenado zx e perpendicular aos outros
dois.

O plano de perfil, paralelo ao plano coordenado yz e perpendicular aos outros dois.
O plano de topo, perpendicular ao plano coordenado zx e obliquo aos outros dois.
O plano vertical, perpendicular ao plano coordenado xy e obliquo aos outros dois.
O plano de rampa, perpendicular ao plano coordenado yz e obliquo aos outros dois.
O plano obliquo, obliquo aos trés planos coordenados.

Mais uma vez, também no caso dos planos, estas designagdes podem ser permutaveis. Por
exemplo pode dizer-se que um plano de rampa é de topo em relagéo ao plano yz. Ou mais
genericamente que um plano perpendicular a outro plano é de topo em relagdo a esse plano.
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Nocao de projecao e tipos de projecao

A nogéao de projegao esta na base do entendimento dos sistemas de representagao e é fulcral
na geometria descritiva. Ea operagao fundamental pela qual se representa numa superficie
bidimensional qualquer figura espacial, seja isso feito da forma tradicional construindo as
projegcoes, ou automaticamente através de algoritmos computacionais quando as figuras nos
aparecem representadas no ecra de um computador.

Essencialmente, a projegao de um ponto 4, numa superficie de projecao [a] qualquer, € um
ponto A’ resultante da intersegéo entre a superficie [a] e a reta p4 passante pelos pontos A e
A’. Areta p, designa-se por reta projetante do ponto A4 (figura 1.7). Normalmente, em
geometria descritiva, a superficie de projegao € plana.

Pa

Fig. 1.7. Projegédo de um ponto A numa superficie [a].

Embora a geometria no plano possa ser estudada sem fazer consideracoes a geometria no
espaco, uma vez que pretendemos tratar da Geometria Descritiva, interessa-nos muito mais
estabelecer nexos e vinculos entre a geometria no plano e a geometria no espago. Assim,
ocupar-nos-emos sobretudo da interpretacao das figuras planas, e suas propriedades, como
qualquer coisa que pode ser derivado da geometria no espago, seja por projecao ou por
intersecéao. E inversamente, interessa-nos também o caminho do plano para o espago. Por
exemplo, interessa-nos mais olhar para um paralelogramo como possivel projecao de um
quadrado do que esgota-lo na definicdo de quadrilatero com os lados paralelos dois a dois.
Também nos interessa mais olhar para uma elipse como a interse¢ao produzida por um plano
numa superficie cénica do que comegar com uma definicdo da mesma estritamente em
termos de geometria plana.

O estudo sistematico das operacdes de projecao e intersecao e a derivacéo de todo o tipo de
figuras a partir destas operagdes € o objeto da geometria projetiva. No &mbito da geometria
descritiva interessa-nos um conhecimento minimo destas operagdes para tornar operativa a
representacdo das figuras do espaco.

A projecao de uma figura num plano € a projegao de todos os seus pontos no plano, embora,
em termos praticos possam ser destacados na representacao apenas alguns pontos e linhas
mais significativos.
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Tal como por um ponto P passa uma reta projetante, p4, por uma reta a passa um plano
projetante m,, e por uma curva [m] passa uma superficie projetante [1],,. As projecdes da
reta a e da curva [m] séo, respetivamente, as interse¢des do plano projetante 1, e da
superficie projetante [r],, com o plano de projegéo.

Ha diferentes tipos de projegao. Se as retas projetantes forem todas paralelas entre si, a
projecao diz-se paralela ou cilindrica (figura 1.8.a). Se tiverem em comum um ponto préprio,
designado centro de projecao, a projecao diz-se central ou cénica (figura 1.8.b). No caso da
projecao paralela, esta pode ainda subdividir-se em projegao clinogonal (ou obliqua) e
projecao ortogonal consoante as retas projetantes sejam obliquas ou perpendiculares ao
plano de projecgéao.

Pa /

po .~ Pa -

../ Pg o
L~ B 7L~
g

Fig. 1.8. Tipos de projecéao: a) projegao paralela ou cilindrica, b) projegcao central ou cénica.

Algumas propriedades das projecoes

Nas consideragdes feitas nesta seccao considera-se o Espaco Euclidiano, estendido até ao
infinito, e a sua métrica usual aplicavel aos pontos préprios.

Projecao de figuras com diferentes orientagdes

Nos exemplos que se seguem iremos considerar, lado a lado, a projecéao cilindrica (a esquerda
nas figuras) e a projecao conica (a direita nas figuras) de um quadrado. A escolha desta figura
justifica-se pelo facto de, sendo simples, permitir tecer algumas consideragdes sobre
paralelismo, perpendicularidade, que serdo importantes adiante.

Na figura seguinte, considera-se a projecado de um quadrado [ABCD] contido num plano
paralelo ao plano de projegdo @. Em ambos os casos a projegdo [A'B’'C'D'] é um novo
quadrado com os lados paralelos ao primeiro quadrado. Logo, as proje¢gdes preservaram o
paralelismo, a perpendicularidade e as proporc¢des das figuras. A projecao cilindrica também
preservou as dimensdes, o que ndo aconteceu no caso da projegao coénica. No exemplo da
figura, as dimensdes foram ampliadas. E o que acontece se o plano da figura se encontra a uma
distancia do centro de projecéo O inferior a distadncia deste ponto ao plano de projecao. Se a
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distancia for superior, as dimensoes sao reduzidas. E se a distancia for igual, as dimensoes
mantém-se. Também é facil de perceber que se o centro de projegdes O estiver entre o plano
do quadrado [ABCD] e o plano de projegéo a, entéo a projegédo [A'B’'C'D’] fica invertida. Se o
plano do quadrado [ABCD] contiver o centro de projegdes 0, entdo a projecdo estara contida
na reta imprépria do plano de projegéo a, que é comum ao plano do quadrado [ABCD].

Fig. 1.9. Projecdo de um quadrado [ABCD] num plano a sendo paralelo a esse plano de projegao: a) projegéo cilindrica, b)
projecao conica.

No caso seguinte (figura 1.10) iremos considerar que o quadrado [ABCD] tem apenas dois
lados paralelos ao plano de projecdo «, os lados [AB] e [CD]. No caso da projecéo cilindrica,
verificamos que esta preserva o paralelismo. Isto &, retas que se sabe serem paralelas tém
projecdes paralelas. Isto ndo significa que as projecdes dos lados dos quadrados sejam
paralelas aos lados correspondentes da figura inicial. Com efeito, isso apenas acontece com
as projegdes [A’B’] e [C’D’] que séo paralelas aos lados [AB] e [CD] porque estes séo paralelos
ao plano de projecéo a. Se para além de cilindrica, a projegao for ortogonal, isto &, se as retas
projetantes forem perpendiculares ao plano de projegéo «, entdo as projegoes dos lados [AD]
e [BC], isto é, os segmentos [A'D’] e [B’C’] sdo perpendiculares a [A’'B’] e [B’C’]. Isto traduz
uma propriedade muito importante relativa a projegcao ortogonal de retas perpendiculares ou
ortogonais entre si que voltaremos a mencionar mais adiante.

No caso da projegao cénica, verificamos que os dois lados [AB] e [CD], que sé&o paralelos ao
plano de projecéo a, tém projegdes, [A’B’] e [C’D’] que lhes séo paralelas g, por isso, também
séo paralelas entre si. Porém, verifica-se que nédo sdo preservados os comprimentos. No caso
das projecdes dos lados [AD] e [BC], isto &, os segmentos [A'D’] e [B’C’], verifica-se que
convergem num ponto F. Este ponto F € a intersegéo produzida pela reta i no plano de
projecdo a. E areta i, paralela aos lados [AD] e [BC], é a reta de intersegdo dos dois planos
projetantes das retas AD e BC. Isto leva-nos a concluir que, na projegao conica, retas que nao
séo paralelas ao plano de projecédo tém projecdes convergentes e que, para cada direcéo de
retas nestas condigbes, ha um, e apenas um, ponto de convergéncia que fica definido pela
intersecao da reta projetante, com essa diregcdo, com plano de projecéo. Este ponto F também
recebe a designagdo de ponto de fuga. Podemos entéo definir ponto de fuga.
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Fig. 1.10. Projegao de um quadrado [ABCD], num plano a, com dois lados paralelos a esse plano de projegdo: a) projegao
cilindrica, b) projecao conica.

Ponto de fuga de uma direcao de retas € a intersegao produzida no plano de projecao pelareta
projetante com essa diregéo.

Outra definicao equivalente é a seguinte.

Ponto de fuga de uma direcao de retas é a projegao coénica do ponto impréprio correspondente
a essa direcao.

Das definicdes dadas fica claro que retas paralelas ao plano de projecado nao tém ponto de fuga
ou, dito de outro modo, retas paralelas ao plano de projecao tém ponto de fuga impréprio.

Vamos agora considerar o caso em que o quadrado [ABCD] tem todos os lados obliquos ao
plano de projecao «a (figura 1.11). Na projecéo cilindrica, a lados paralelos correspondem
projegdes igualmente paralelas. Os lados [AB] e [CD] paralelos entre si tém projegdes, [A'B'] e
[C'D'], também paralelas entre si, embora as projegoes nao preservem as diregdes das figuras
que lhes deram origem. E 0 mesmo acontece para o outro par de lados. Nestas condig¢des, em
geral, as dimensdes ndo sdo preservadas.

No caso da projecéo cénica verificamos agora que, para além de ndo serem preservadas as
dimensdes nem o paralelismo, as duas dire¢des de lados do quadrado [ABCD] tém pontos de
fuga, F" relativo a diregéo dos lados [AB] e [CD], e F’ relativo a diregéo dos lados [AD] e [BC].

As retas projetantes i e j, sendo paralelas a lados do quadrado perpendiculares entre si, sdo
obviamente perpendiculares entre si. As retas i e j definem um plano 7 paralelo ao plano do
guadrado [ABCD]. Areta f, resultante da intersegdo do plano w com o plano de projecéo a
contém obviamente os pontos de fuga F’ e F”. Esta reta f, também se pode designar por linha
de fuga. Podemos entao definir linha de fuga.
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Fig. 1.11. Projegao de um quadrado [ABCD] num plano a com todos os lados obliquos a esse plano de projegao: a) projegéo
cilindrica, b) projecao conica.

Linha de fuga de uma orientacdo de planos é a intersecao produzida no plano de projecao pelo
plano projetante com essa orientagéo.

Outra definicao equivalente é a seguinte.

Linha de fuga de uma orientacdo de planos é a projecao cénica do reta imprépria
correspondente a essa orientagao.

Das definicdes dadas fica claro que planos paralelos ao plano de projecao nao tém linha de
fuga ou, dito de outro modo, planos paralelos ao plano de projecéo tém linha de fuga imprdpria.

Os conceitos de ponto de fuga e linha de fuga voltarao a ser abordados com mais detalhe a
propdsito da perspetiva cénica que sera tratada mais adiante.

Hé apenas ainda a considerar os casos em que o plano do quadrado [ABCD] é projetante.
Nesta situacédo a projecao cilindrica reduz-se a um segmento de reta. A projecao cénica pode
dar origem a varios resultados, todos eles contidos na reta de intersegédo do plano do quadrado
com o plano de projecao.

Relativamente a projecao de figuras, vamos considerar ainda o caso geral da projecdo de uma
curva [c] e de uma reta t tangente a essa curva num dos seus pontos, digamos T (figura 1.12).
Por efeito da projecao define-se uma superficie projetante passante pela curva e um plano
projetante passante pela reta. Estas duas superficies sao tangentes entre si ao logo da reta
projetante passante pelo ponto de tangéncia T. Qualquer plano de projecao que néao contenha
o centro de projecdes (proprio ou impréprio), interseta este par de superficies segundo uma
reta t’ tangente a uma curva [c] num ponto T". Isto é, a projegédo preserva a tangéncia.
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b)

Fig. 1.12. Projegao de uma curva [C], e respetiva tangente t num ponto C, num plano a: a) projegéo cilindrica, b) projegéo cénica.

Atividade proposta:

Uma forma pratica de visualizar as projegoes € através das sombras. Assim, propde-se o
seguinte exercicio. Construa um objeto com arames, por exemplo um quadrado, uma curva,
ou um cubo, e materialize um plano de projecao através de uma cartolina. Agora ilumine o
objeto com a luz do sol e oriente o plano de projegdo de modo a obter projecdes cilindricas
obliquas e ortogonais. Como a fonte luminosa estéd a uma distancia muito grande, na pratica
os raios luminosos podem considerar-se paralelos. Repita o exercicio com um foco luminoso
a distancia finita. Neste caso terd um modelo da projegéao conica. Outra forma de modelar a
projecao ortogonal é colocar o plano de projecéao na posicao horizontal e usar um fio de
prumo como projetante.

Razéo simples e razdo cruzada

Javimos que tanto a projecéo cilindrica como a projecéo cénica preservam as proporgoes das
figuras se estas estiverem contidas em planos paralelos ao plano de projecédo. No caso da
projecao cilindrica vimos que as dimensdes também sao preservadas neste caso. E por fim,
podemos também concluir com facilidade que na projegéao cilindrica as proporgoes de
comprimentos de segmentos de reta paralelos entre si sdo preservadas, o que nao se verifica
no caso da projecao conica. A questao que se coloca é se existe algum invariante métrico no
caso da projegdo conica. E a resposta é afirmativa.

Convencionemos que, para cada diregao de retas ha um sentido no qual se tomam as medidas
como positivas e outro no qual se tomam as medidas como negativas. E convencionemos que,
num plano, em torno de um ponto, ha um sentido no qual se tomam os angulos como positivos
e outro no qual se tomam os dngulos como negativos.

Comecemos por considerar o caso da projecao cilindrica (figura 1.13.a).

Neste caso as proporgdes, ou razdes entre segmentos de reta definidos pelos pontos 4, B e
C sao as mesmas que se podem obter entre segmentos de reta definidos pelos pontos A’, B’ e

AC - - .
C’. Por exemplo 3 . Cada uma destas razbes € uma razdo simples de comprimentos e
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traduz um invariante da projegéo cilindrica que se pode constatar de forma simples através de
semelhancas de tridngulos. Em geometria projetiva estas razdes notam-se por (A B C) e
(A’ B’ C).

a) b)

Fig. 1.13. Razdo simples: a) projegéao cilindrica, b) projegéo cénica.

Vejamos agora o caso da projegéao conica (figura 1.13.b).

. . AC , .
Sobre a reta m podemos considerar a razdo simples TR E sobre am’ podemos considerar a

. A'C - - . . . .
razao simples o Coloca-se agora a questdo se estas duas razdes simples sédo iguais ou néo,
isto é, se a razdo simples € um invariante da projegédo conica. A resposta € negativa, como se

vera adiante.

Introduzamos a razdo simples entre trés semirretas de um feixe. A razdo simples entre as

semirretas a, b e ¢, correspondente as razdes simples mencionadas, fica notada por (a b c) e

define-se como sendo M
sin(6)

. L - AC _ sin(B) BC _ sin(8)
Munidos destas definigbes, podemos verificar que oA sin(f) S 98 sind)

Y

AC _ OAsi
= = —Meanalogamente

'C’ 04’ sin(B)
BC OB sin(d) -

Por divis&o, daqui resulta que T 0B sin(d)’

)

A 4 % istoé (ABC) # (A' B' C).

O que mostra que no caso da projecéo cénica T T

Esta limitagao ultrapassa-se introduzindo a nogao de razdo dupla ou razdo anarmadnica.
Assim, considerados quatro pontos 4, B, C e D sobre uma reta m (figura 1.14) uma das 24
razbes anarmonicas que se podem estabelecer entre eles fica notada por

(Bo) _ 7 7D

(ABCD) = 1p =565
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Fig. 1.14. Razédo dupla ou razdo anarmonica.

Analogamente, consideradas quatro semirretas a, b, c e d, com a mesma origem 0, uma das
24 razO6es anarmonicas que se podem estabelecer entre elas fica notada por
_(abc) _ AC AD _ sin(B)  sin(p)
(abcd) = (abc)  BC BD  sin(d) " sin(p)
(ABC) _ AC AD _ 0Asin(B) OAsin(p) _ sin(B)  sin(p) _

Como (ABCD) = (ABD) BC BD  OBsin(s) OB sin(g) _ sin(d) " sin(e)

(abcd)

Ou seja, a razado dupla (A B C D) entre os quatro pontos A, B, Ce D, e arazdo dupla (a b c d)
entre as quatro semirretas a, b, ce d, é igual.

Logo(abcd)=(A'"B' C'D").

Daqui resulta entdo que a razdo dupla ou razdo anarmodnica entre quatro pontos, ou entre
quatro semirretas com a mesma origem, € um invariante projetivo que se propaga através das
operacdes de projecao e intersecao. Este invariante também se aplica a quatro semiplanos de
um feixe de planos. Sendo um invariante projetivo, a razdo anarménica também é preservada
na projecao cilindrica.

Acima referimos que entre quatro pontos podem ser estabelecidas 24 razbes anarmonicas.
Trata-se das combinagdes possiveis (4! =4 -3 -2 -1 = 24) pelas quais se podem ordenar os
quatro pontos.

Uma razdo anarmonica nao se altera quando permutam entre si dois elementos, se 0s outros
dois também permutarem, por exemplo (AB C D) = (C D A B).

Duas razbes anarmodnicas que permutam entre si a ordem dos dois primeiros ou dos dois
ultimos elementos sdo inversas uma da outra, por exemplo (AB CD) = (BAC D).

Duas razbes anarmodnicas que permutam entre si a ordem dos dois elementos extremos ou dos
dois elementos médios tém por soma a unidade, por exemplo (AB C D) = (D B C A).
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Estes trés resultados, que se podem mostrar com facilidade, permitem verificar que as razdes
anarmonicas, nao sao independentes umas das outras, e se reduzem de facto a seis.

1 1

. . . . . 1
E destas seis, conhecida uma delas, 4, ficam conhecidas as outras cinco, 7 1-21, 7 1- Je

A - L.
1 E destas verifica-se que, duas a duas, uma é inversa da outra.

Duas retas como as retas m e m’ da figura 1.14, dizem-se perspetivas a partir do ponto 0. E as
razbes anarmonicas que que podem formar entre quaisquer quatro pontos de uma delas sao
iguais as razdes anarmonicas que se podem formar entre os quatro pontos correspondentes da
outra, e sdo as mesmas que se podem formar entre os quatro raios que ligam os pares de
pontos homoélogos. Se considerarmos apenas uma das retas, por exemplo m, e se pelos pontos
desta reta passarem raios de dois feixes de retas de centros diferentes, os dois feixes de retas
dizem-se perspetivos a partir da reta m. Se for possivel fazer corresponder os pontos
homologos de duas retas através de uma sequéncia finita de perspetivas, diz-se que temos
duas retas projetivas. Do mesmo modo, se for possivel fazer corresponder os raios homadlogos
de dois feixes de retas através de uma sequéncia de perspetivas, diz-se que temos dois feixes
de retas projetivos.

Importa apenas acrescentar que se a razdo anarmonica for igual a 1, dois dos quatro pontos
séo coincidentes. Se for igual a —1 diz-se razao harmdnica. E neste caso coincide com a sua
inversa. E muito interessante verificar que uma configuragdo como a da figura seguinte implica
sempre que a dupla razido entre os pontos A, B, C e D, tomados por esta ordem, é sempre uma
razdo harmoénica. Diz-se que os pontos 4 e B sao separados harmonicamente pelos pontos C e
D. Ou que os pontos A e B sdo conjugados harmoénicos dos pontos C e D.

A C B D

Fig. 1.15. Razdo harmdnica de quatro pontos A, B, C e D.

Note-seque (ABCD) = (SASBSCSD)= (PRCX)= (QPQRQCQX)=(BACD)pelo
que, sendo inversas e iguais as razées (A B C D) e (B A C D), o seu valor deve ser —1. Esta
configuragao sera frequente na perspetiva cénica. Com efeito, comparemos esta configuragao
com a configuragao da figura 1.11.b. Conseguimos estabelecer uma relagao entre os pontos P,
Q,ReScomospontosA’, B’, C’ e D’, e umarelagao entre alinha AB com a linha de fuga f .
Isto significa que a configuragao da figura 1.15 pode ser obtida a partir da projecao cénica de
um quadrado com os lados obliquos ao plano de projecao. Na verdade, e de modo mais geral,
pode obter-se por projegcao conica de qualquer paralelogramo com os lados obliquos ao plano
de projecéo.
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Se projetarmos os quatro pontos que definem a razdo harmonica, a partir do ponto P, sobre
uma reta A’B’ paralela a PD, o ponto D sera projetado no infinito mas a razdo harménica
mantém-se (figura 1.16),istoé (AB CD) = (A'B'CD.,) = —1.

~ I A'D’ —
Na dupla razédo (A'B'CD’,), a razéo simples B,D,°° = 1 deve entender-se como um limite da
(oo}
~ , oo . A'C .
razdo quando o ponto D’ tende para o infinito. Daqui resulta que 7 —1. E paraisto

acontecer, o ponto € tem de ser o ponto médio do segmento [A'B’].

Fig. 1.16. Razdo harménica de quatro pontos 4, B, C e D e de quatro pontos A’, B’, Ce D’ ..

As explicagdes dadas neste ponto seguiram de perto a organizagao que se apresenta no livro
“Elementos de geometria projetiva e geometria descritiva” de Luis Albuquerque (1969) e que
pode ser consultado para maiores desenvolvimentos sobre o tema da geometria projetiva.

Atividade proposta:

O exercicio que se prop6e agora é um pouco mais abstrato. Considerando quatro pontos A4,
B, C e D, escreva as 24 razbes anarmonicas que se podem estabelecer e agrupe-as de
acordo com os seis diferentes valores que elas podem ter.

Relacao entre o teorema de Desargues e algumas transformacdes geométricas

Considere-se a projegao conica, [A'B’C’], de um tridngulo [ABC] contido num plano obliquo ao
plano de projegéo, a partir de um ponto O nao incidente no plano do tridngulo [ABC] nem no
plano de projecéao.
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Fig. 1.17. Projecao cénica de um tridngulo contido num plano obliquo ao plano de projegéo.

Da analise da figura 1.17 resulta quase imediato o entendimento de que os pontos de
intersecao, P, Q e R, dos pares de retas que contém lados de tridngulos correspondentes entre
si, estdo sobre umareta i, que nao é mais que a reta de intersecéo entre o plano do tridngulo
[ABC] e o plano de projecéo. Note-se que € indiferente as retas projetantes convergirem no
ponto O ou serem paralelas, isto é, o ponto O pode ser préprio ou impréprio (figura 1.18).

Fig. 1.18. Projecao cilindrica de um tridngulo contido num plano obliquo ao plano de projegéo.

Também se pode dar o caso de um dos pares de retas correspondentes serem paralelas,
situagcao em que o ponto de intersegéo é impréprio, ou o caso dos planos dos dois tridngulos
serem paralelos, situagdo em que a reta i é impropria. Neste caso o tridngulo [A'B’C’] é
semelhante ao tridngulo [ABC] diferindo por um fator de escala. No caso da projegéo
cilindrica, caso o plano do tridngulo seja paralelo ao plano de projecéo, areta i é imprépria, e 0
triangulo [A’B’C’] é sempre igual ao triangulo [ABC].

70



A projecao plana deste tipo de configuragdo espacial (que ndo € mais que o desenho
apresentado nas figuras 1.17 e 1.18) ilustra um dos teoremas fundamentais da geometria
projetiva, o teorema de Desargues.

Este teorema, nas suas variacoes, permite definir a homotetia ou dilagao (correspondente ao
caso em que o tridngulo [A’B’C’] é semelhante ao tridngulo [ABC] diferindo por um fator de
escala), a translagéo (correspondente ao caso em que o tridngulo [A’B’C’] é congruente com o
triangulo [ABC]), a homologia (correspondente ao caso da figura 1.17) e a afinidade
(correspondente ao caso da figura 1.18). Ora, todas estas transformacdes planas, a que se
acrescenta a rotagao, a reflexdo (também conhecida por simetria bilateral) e a reflexao
deslizante (combinacao da translacdo com a reflexdo), desempenham um papel crucial na
representagdo em geometria descritiva e na resolugcao de problemas, por exemplo
relacionados com tangéncias a linhas cénicas. A combinagao de duas ou mais transformacgoes
geomeétricas é ainda uma transformacgao geomeétrica. E todas as transformacgodes planas podem
ser estendidas ao espaco.

A homologia plana fica definida pelo seu centro 0, pela reta fixa i, que recebe a designagéo de
eixo da homologia, e por um par de pontos correspondentes, A e A’ (figura 1.19) O eixo da
homologia é o lugar geométrico dos pontos duplos da transformacao, isto é, os pontos que se
correspondem a si proprios, como por exemplo o ponto F = F'. H4 uma excegéo, o ponto O
que também é duplo. Assim, o eixo da transformacéao € uma reta dupla. Mas ha outras retas
duplas cujos pontos nao sao pontos duplos. Sdo as retas que unem pontos homaologos. Por
exemplo, areta AA’ é uma reta dupla.
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Fig. 1.19. Homologia plana.

Na homologia plana ha duas retas especiais, paralelas ao eixo i. Trata-se da reta m do plano «a
a que corresponde a retam’ impropria do plano a'; e daretan’ do plano a’ que corresponde &
reta n imprépria do plano a. A distancia de uma delas ao ponto O é igual a distancia da outra ao
eixo i. Na homologia a reta imprépria nao é fixa, isto é, a reta imprdpria do plano a nao
corresponde a reta impropria do plano a’. A homologia, tal como a projecéo conica, preserva a
razdo dupla ou razdo anarmdnica e ndo preserva a razdo simples.

A afinidade fica definida pela reta fixa i, que recebe a designacao de eixo da afinidade, e por
um par de pontos correspondentes, A e A’. Neste caso o ponto 0 é impréprio e fica definido
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pela direcdo da reta AA’ (figura 1.20). Tal como na homologia, o eixo da afinidade é o lugar
geomeétrico dos pontos duplos da transformacao, isto €, os pontos que se correspondem a si
préoprios. No caso da afinidade espacial, em vez de eixo ha um plano como lugar geométrico
dos pontos duplos ou fixos.

Fig. 1.20. Afinidade plana.

Na afinidade a reta impropria € fixa, isto €, um ponto € da reta imprépria corresponde a outro
ponto C’ da reta imprépria. Mas note-se que os pontos da reta imprépria ndo sao, em geral,
duplos. A afinidade, tal como a projecao cilindrica, preserva a razao simples de comprimentos.

E ainda muito importante voltar a recordar que as transformacdes planas afetam todo o plano e
mapeiam-no sobre si préprio. Isto quer dizer que, sob uma transformacgéao plana, a cada ponto
do plano corresponde outro ponto do plano, e apenas um, numa correspondéncia biunivoca. E
como se houvesse dois planos, a@ e a', sobrepostos ou coincidentes. Um dos planos contém
os pontos 4, B, C, ... e outro contém os pontos A’, B’, C’, ... de tal modo que a cada ponto A de
um plano corresponde um ponto A’, e apenas um ponto, do outro plano, e vice-versa. Uma reta
AB de um plano corresponde a uma reta A’B’ do outro plano. Do mesmo modo, uma
transformacéo espacial afeta todo o espaco. E neste caso, para as transformacgdes que no
plano tém uma reta de pontos duplos, passa a haver, no espago, um plano de pontos duplos.

Atividade proposta:

Utilizando um software de geometria dindmica, a partir da formulagédo do teorema de
Desargues, modele cada uma das transformagdes geométricas referidas.

Paralelismo e perpendicularidade

Algumas propriedades relativas ao paralelismo e perpendicularidade sdo consequéncias
daquilo que observamos anteriormente. Neste ponto interessa-nos olhar para estas relagoes
sob o ponto de vista das projecoes.

Duas retas paralelas entre si e paralelas ao plano de projegao tém sempre projegcoes paralelas
entre si, ou eventualmente coincidentes.

Duas retas paralelas entre si, e nao paralelas ao plano de projecao, tém sempre projegcdes
cilindricas paralelas entre si, ou eventualmente coincidentes ou reduzidas a dois pontos.
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Duas ou mais retas paralelas entre si, e ndo paralelas ao plano de projegao, tém sempre
projecdes conicas convergentes num ponto que se designa ponto de fuga da diregao de retas.

Em projegéo cilindrica, duas retas paralelas entre si e paralelas ao plano de projecgéao,
projetam-se sempre em verdadeira grandeza.

Em projecgédo coénica, duas ou mais retas paralelas entre si e paralelas ao plano de projegao, em
geral nao se projetam em verdadeira grandeza.

Se duas retas a e b sdo perpendiculares ou ortogonais entre si, as suas projegdes ortogonais
num plano a séo perpendiculares entre si se pelo menos uma delas for paralela ao plano de
projecao « e a outra nao for perpendicular ao projecao «a.

A propriedade seguinte pode ser entendida a partir das anteriores.

Uma reta p perpendicular a um plano a tem projegao ortogonal num plano f8, ou seja p’,
perpendicular a reta i comum aos dois planos (figura 1.21).

Fig. 1.21. Perpendicularidade entre reta e plano.

Quando uma reta p € perpendicular a um plano a, ela é perpendicular a todas a retas do plano
com as quais é concorrente e ortogonal a todas as outras com que nao é concorrente. Ora
sendo areta i uma reta do plano a, a reta p é perpendicular ou ortogonal a reta i. Mas como a
reta i também é uma reta do plano f3, isto significa que todas as retas do plano « paralelas a
reta i tém projegéo ortogonal no plano B segundo retas paralelas a reta i. J4 vimos
anteriormente que duas retas perpendiculares ou ortogonais entre si tém projegdes ortogonais
perpendiculares entre si se uma delas for paralela ao plano de projecao. E este o caso. Logo a
projegéo ortogonal da reta p no plano B é perpendicular a reta i.

A explicagéo pode ser dada de outro modo. O plano m projetante da reta p é, face a situagao,
simultaneamente perpendicular ao plano a (porque contém a reta p perpendicular ao plano a)
e ao plano B (porque a projegéo é ortogonal relativamente ao plano f). Logo, tanto o plano a
como o plano B tém de conter retas perpendiculares ao plano t. Como, dada uma orientagao
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de planos, s6 ha uma diregéo de retas que lhe sdo perpendiculares, essa diregao tem de ser
comum as orientagdes dos planos a e f. Isto é, tem de ser a diregdo da reta i comum aos dois
planos. Sendo a reta i perpendicular ao plano m, é perpendicular a todas as retas do plano i
gue passam pelo seu pé nesse plano, ou seja pelo ponto I. Como a reta p’, intersegdo do plano
1T com o plano B, passa pelo ponto I, tem de ser perpendicular a reta i.

Trésretas, a, b e ¢, perpendiculares entre si num ponto 0, e obliquas a um plano a que ndo
contém o ponto 0, intersetam-no, em trés pontos A, B e C, respetivamente, que formam um
tridngulo acutangulo. A projecao ortogonal do ponto O no plano a, é o ortocentro, O’, do
triangulo [ABC]. A explicagéo deste resultado decorre das observagdes anteriores uma vez que
cada uma das retas é perpendicular ao plano definido pelas outras duas e cada uma delas tem
projecao ortogonal no plano &, passante pelo seu ponto de intersecdo nesse plano (a’, b’, e c’).
E acresce que cada plano, definido por cada par de retas, interseta o plano a segundo uma reta
que passa pelas intersecdes daquelas retas com o plano « (figura 1.22).

Q:-) -

Fig. 1.22. Projegao ortogonal de trés retas perpendiculares entre si e obliquas ao plano de projegéo.

Uma aplicacéao direta deste resultado é a seguinte. Numa projecao cénica sobre um plano a, os
pontos de fuga de trés direcdes de retas ortogonais entre si, e obliquas ao plano a, definem um
triangulo acutangulo cujo ortocentro é a projecao ortogonal do centro de projegdes no plano a.

O exemplo seguinte ilustra bem o interesse de interpretar as configuragdes planas como
projecoes de configuragbes espaciais. Um desses casos € a reta de Euler. Areta de Euler, e, é
uma reta que passa pelo ortocentro, O’, pelo baricentro, B’, e pelo circuncentro, C’, de um
triangulo [ABC]. Assim descrita, trata-se de uma propriedade da geometria plana, em
particular da geometria dos tridngulos. Mas vamos verificar que esta configuragao pode ser
olhada como a projegéao ortogonal de uma diagonal espacial de um paralelepipedo.

Determine-se o ortocentro 0’ do tridngulo [ABC]. Considerem-se os segmentos [0’A], [0'B] e
[0°C], referidos na figura 1.22, como projegdes ortogonais das arestas [0A], [0B] e [0C] de um
paralelepipedo no plano a definido pelos pontos A, B e C. Completemos a representagao do
paralelepipedo (figura 1.23).
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Fig. 1.23. A reta de Euler interpretada como a projegdo de uma diagonal de um paralelepipedo.

O baricentro do tridngulo, B’, corresponde a intersegao da diagonal e com o plano de projegéo
definido pelos pontos 4, B e C. O circuncentro do tridngulo, C’, corresponde ao centro do
paralelepipedo e, por isso, também tem de pertencer a diagonal e. A explicagdo também
funciona no caso de tridngulos retangulos (por exemplo O’ = B). No caso de o tridngulo

[ABC] ser obtusangulo, por exemplo em B, a construgao, e respetiva interpretacéo, é idéntica.

Com esta interpretacao espacial, é ainda facil de mostrar que O'B’' = 2B'C’.

Ha muitos outros exemplos em que a interpretagéo espacial torna o entendimento da
propriedade bidimensional mais simples. A nossa intencao nao é esgotar esses exemplos mas
sim encorajar, sempre que possivel, este exercicio que é fundamental para o progresso em
geometria descritiva.

Atividade proposta:

Gaspar Monge formulou o teorema seguinte. Dadas trés circunferéncias de raios diferentes
contidas num plano, os pontos de intersegéo, dos trés pares de retas tangentes
externamente a cada duas, sao colineares. Assim formulado, o teorema implica que
nenhuma das circunferéncias seja envolvida por outra. Procure encontrar uma explicagcao
deste resultado interpretando-o espacialmente e, se possivel, generalize-o de modo a
eliminar a restricdo apontada.

Os algoritmos fundamentais da Geometria Descritiva

O primeiro conjunto de algoritmos fundamentais da geometria descritiva corresponde as
operacdes que decorrem dos varios tipos de projecao e ja foram acima mencionados.

O segundo conjunto corresponde as operagdes pelas quais se opera sobre figuras
representadas no sentido de obter algumas das suas propriedades como distancias, angulos e
areas. A chave para a obtencgéao grafica deste tipo de grandeza é a colocagao do elemento
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geomeétrico correspondente num plano paralelo ao plano de projecéo. Isto pode ser feito
essencialmente de dois modos. O primeiro modo corresponde a rodar a figura até que o plano
que a contém fique paralelo a um dos planos de projegao. Um caso particular da rotagéao,
quando o eixo de rotagao esta contido no plano, designa-se por rebatimento. O segundo modo
corresponde a reposicionar o sistema de coordenadas de modo a colocar um dos seus planos
coordenados em fungao da figura da qual se pretende obter uma dada grandeza. Na pratica
corresponde a uma rotacao, ou sequéncia de rotagdes, do referencial, eventualmente seguidas
de uma translagao. Este processo costuma receber a designacdo de mudancga do plano de
projecao mas seria mais bem referido como mudancga do sistema de coordenadas ou
mudanca do sistema de referéncia. Referir-nos-emos a esta operacao dos trés modos
indistintamente. Vemos que estas opera¢cdes fundamentais sdo casos de aplicacdo das
isometrias (transformagoes rigidas). Também a translagao, enquanto transformacéao
geomeétrica, pode em alguns casos ser de utilidade para a resolucao de problemas especificos.
Arotacéo, o rebatimento e a mudancga do plano de proje¢do costumam ser designados como
0s métodos auxiliares da representacao.

O terceiro conjunto de algoritmos, muito mais extenso, relaciona-se com a representacgao, no
plano e no espaco, de todas as operacoes pelas quais se transformam e interagem as figuras
geomeétricas. Sao exemplo disso a determinagéao de intersegdes entre planos, as secgdes
planas de sélidos, as operagdes booleanas, o calculo de sombras, entre outros. Nao ha
propriamente uma lista fechada de algoritmos. Cada situagao pratica implicara um conjunto
especifico de algoritmos.

Note-se que, mesmo no contexto de utilizacao de ferramentas digitais de modelacao
tridimensional, estes métodos, ou 0s seus equivalentes, continuam a estar presentes. Por
exemplo, ha bastantes coisas em comum entre a determinacao tradicional da intersegao entre
duas superficies com as operagoes analogas implementadas num ADMG3D.

A seguir exemplificaremos os trés algoritmos do segundo conjunto, nos trés tipos de projecao,
a proposito da determinacgao da verdadeira grandeza de um segmento de reta dado. O objetivo
€ o entendimento destas operagdes na sua generalidade para que possam ser usados

posteriormente em qualquer situagado no contexto de qualquer sistema de representacao. Por
uma questao se simplificagao de leitura e tratamento, o referencial de coordenadas é omitido.

Os algoritmos do terceiro grupo irdo sendo apresentados a medida que forem sendo
necessarios.

Atividade proposta:

Procure identificar em objetos e mecanismos do seu quotidiano as operacoes referidas
como o “segundo conjunto de algoritmos”™.

Aplicagao a projecéo ortogonal

Seja dado um segmento de reta [AB] pela sua projecéo ortogonal [ z4 ,B] num plano
horizontal, aqui considerado como o plano do desenho. Os indices 2 e 5 correspondem as
distancias dos pontos A e B ao plano de projegao, respetivamente, dadas em centimetro (figura
1.24). A escala é explicitada graficamente. A distancia, em projecao horizontal, entre os pontos
A e B é 4cm. Notamos que esta forma de representar corresponde ao que a seguir
designaremos por Sistema Cotado.
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Suponhamos que se pretende determinar graficamente a verdadeira grandeza do segmento de
reta [AB].

0 1cm

sA

\ZB

Fig. 1.24. Segmento de reta dado através da sua projecdo ortogonal e das cotas dos seus extremos.

Rotacéo

Existe uma infinidade de rotagbes que permitem rodar o segmento [AB] de modo a colocé-lo
paralelo ao plano de projegédo. Considere-se, por exemplo e por conveniéncia, um eixo e,
horizontal, a 3cm do plano de projecéo e a 2cm do segmento [AB]. Como o eixo é horizontal e
tem projecao paralela a do segmento, entdo a mais curta distancia entre o segmento [AB] e o
eixo e é dada pelo segmento [CI] horizontal simultaneamente perpendicular a ambos. A
verdadeira grandeza do segmento [AB], na projecéo, obtém-se pela sua rotagao de 90° em
torno do eixo e (figura 1.25).

Fig. 1.25. Determinagao da verdadeira grandeza do segmento [AB] por rotagdo em torno de um eixo e horizontal.

Nesta operacao, os pontos A, B e C descrevem arcos de circunferéncia contidos em planos
perpendiculares ao eixo e, na figura representados pelas linhas a trago fino tragadas
perpendicularmente ao eixo. Como a distincia do eixo ao segmento mede 2cm entéao o
segmento rodado fica a 5cm de distancia em relagdo ao plano de projecao (poderia ficar a 1em
do plano de projecéao se a rotacao fosse efetuada no outro sentido). A obtencao dos pontos

sBr e 5Ag € facil a partir do momento em que verificamos que o ponto 5Cg fica graficamente

coincidente com o ponto 3I, pois basta considerar as diferengas das disténcias entre os
pontos A e B e o plano horizontal para o qual foi feita a rotagao.

Rebatimento

O rebatimento néo € mais que um caso particular da rotagao. No caso do rebatimento
considera-se a rotagdo de um plano em torno de um eixo nele contido. Costuma designar-se
esse eixo por charneira do rebatimento. Assim, para se poder operar um rebatimento, é
necessario que o eixo e seja concorrente com a reta que contém o segmento [AB]. Se a
projecao do eixo for coincidente com a projegao da reta AB, fica definido um plano vertical a
(figura 1.26).
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Fig. 1.26. Determinagao da verdadeira grandeza do segmento [AB] por rebatimento de um plano vertical «.

Neste caso considerou-se como charneira do rebatimento, uma reta horizontal e passante pelo
ponto B. Assim, o rebatimento correspondera a rotagao de 90° do plano a até coincidir com o
plano horizontal a cota 2cm. Note-se que ha dois sentidos possiveis para este movimento.
Como areta e passa pelo ponto B, este mantém-se fixo na operagao de rebatimento. O
segmento vertical, compreendido entre o ponto 4 e o plano horizontal a cota 2cm, mede 3cm e
fica rebatido na reta perpendicular a (a) passante por zA, ficando o ponto 4 rebatido & cota
2cm. O extremo inferior deste segmento, o ponto I, a cota 2cm, é o centro do arco do
rebatimento do ponto A. A verdadeira grandeza do segmento dado fica representada pelo

comprimento do segmento [ ,Ag ,Bg].

Uma variante desta operacao consiste em considerar que a charneira e do rebatimento nao
estd contida no plano projetante da reta que contém o segmento (figura 1.27).

0 1em 2AR
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Fig. 1.27. Determinagao da verdadeira grandeza do segmento [AB] por rebatimento de um plano obliquo 8 (ndo notado na figura).

Neste caso a reta e horizontal, passante pelo ponto B a cota 2cm, e areta AB definem um
plano B obliquo ao plano horizontal de projecéo (este plano néo esta identificado no desenho).
A semelhanca do caso anterior, o ponto B permanece fixo e o rebatimento opera-se para o
plano horizontal a cota 2cm. Porém, para rebater o ponto A é preciso determinar a sua
distancia ao eixo e, isto é, a verdadeira grandeza do segmento [AI] (o ponto I é o centro do arco
do rebatimento do ponto A em torno do eixo e), o que se resolve hos mesmos termos do
exemplo anterior. Como o plano «, projetante do segmento [AI] no plano horizontal também
contém o arco do rebatimento do ponto A em torno do eixo e, esta operagdo também permite a
sua representacgao e, por conseguinte, possibilita a determinagéo do ponto A rebatido, a cota
2cm. Isto significa que o rebatimento do plano obliquo f implicou um rebatimento auxiliar de
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um plano vertical @ que permitiu colocar em verdadeira grandeza o segmento [IA], hipotenusa
do tridangulo [AIK], também designado por tridngulo do rebatimento do ponto A.

Caso se queira aplicar o rebatimento as faces de um triedro trirretdngulo, cujas arestas sao
obliquas ao plano de projecao, e dado em projecao ortogonal, o procedimento é como se
segue. Sejam dadas as projecdes ortogonais a’, b’ e ¢’ das trés arestas a, b e ¢ do triedro. E seja
fixado um dos pontos de intersecdo de uma delas com o plano de projegcéo, por exemplo o
ponto A de intersecao da aresta @ com o plano de projecdo. Tal como visto anteriormente,
como o ponto O’, em que concorrem as retas a’, b’ e c’, é o ortocentro do tridngulo formado
pelos pontos A4, B e C resultantes das intersecdes das arestas a, b e ¢ do triedro com o plano
de projecao, respetivamente, entdo as retas AC e AB conduzem-se perpendicularmentea b’ e
c’, respetivamente. Determinadas AC e AB, areta BC, também perpendicular a a’, fica definida
pelos pontos B e C. Como as arestas do triedro sdo perpendiculares entre si no ponto 0, os
angulos £AOB, £BOC e £COA sao retos em O. Assim, cada um deles encontra-se inscrito
numa semicircunferéncia cujo centro é o ponto médio de cada um dos segmentos [AB], [BC] e
[CA], respetivamente. Deste modo, a determinagéo das verdadeiras grandezas das faces do
triedro pode ser obtida facilmente representando a verdadeira grandeza destas
semicircunferéncias. Na figura 1.28 apenas esta resolvida a verdadeira grandeza da face que
contém as arestas a e b e cuja semicircunferéncia auxiliar tem centro no ponto M 45. A
charneira do rebatimento foi a reta AB. Note-se que o rebatimento poderia ter sido feito no
outro sentido

Fig. 1.28. Determinagédo da verdadeira grandeza das faces de um triedro trirretangulo cujas arestas sdo obliquas ao plano de
projegéo.

Uma operacgéao idéntica permite obter a distancia o ponto 0 ao plano de projecéo. Para o efeito
considera-se o rebatimento do plano projetante de uma das arestas do triedro. Na figura 1.28
foi considerado o plano projetante da aresta b que interseta a reta AC no ponto I. Como as
retas OI e OB séo perpendiculares em 0, o dngulo £BOI estd inscrito numa
semicircunferéncia de didmetro [BI] e centro em M. Assim, a construgéo é em tudo idéntica
a anterior. Considera-se o rebatimento dessa semicircunferéncia para o plano de projegdo em

torno da charneira BI. A distancia pretendida é dada por 0'Op:.
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Caso o triedro tenha uma aresta paralela ao plano de projegao, por exemplo ¢, e caso sejam
conhecidas as intersegdes das outras arestas, a e b, com plano de projecéo, 4 e B, bem como
a projecao 0’ do ponto 0, as operacgoes atras indicadas resolvem-se do seguinte modo (figura
1.29).
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Fig. 1.29. Determinagéo da verdadeira grandeza das faces de um triedro trirretdngulo com uma aresta paralela ao plano de
projecao.

Neste caso, como a aresta ¢ do triedro é paralela ao plano de projecao, a projecao ¢’ é
perpendicular as projecdes a’ e b’. Note-se que ndo escrevemos a’ = b’ porque estamos
apenas a considerar semirretas com origem em 0. Neste caso, o plano ab é projetante. Como
o angulo £BOA é reto em 0, entdo esta inscrito numa semicircunferéncia de centro no ponto
médio de [AB], isto é, no ponto M 4, e de didmetro [AB]. A verdadeira grandeza da face ab do
diedro obtém-se considerando o rebatimento desta semicircunferéncia em torno da charneira
AB. Apos ter-se resolvido a determinagao da verdadeira grandeza da face ab, a determinacéao
da verdadeira grandeza de uma das outras duas faces, por exemplo bc, resolve-se facilmente. A
charneira do rebatimento passa por B e é paralela a ¢’. Areta cg também serd paralelaac’.Ea
distancia da origem O ao ponto B ja tinha sido determinada no rebatimento anterior. De onde, a
determinacgédo do ponto O, se reduza a construir o arco de centro B e raio [BOg] e a
determinar a sua intersegdo com a reta bp, que estd no prolongamento dareta b’.

Finalmente, se o triedro tiver uma aresta perpendicular ao plano de projec¢éo, o plano das
outras duas arestas é visivel em verdadeira grandeza na projegao. Os outros dois planos serao
projetantes. Se for conhecida a distancia da origem 0 ao plano de projegao, o rebatimento de
qualquer das faces projetantes € um exercicio trivial.
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Mudanca do plano de projecao

A mudancga do plano de projegao é em tudo muito similar ao rebatimento. Se definirmos um
plano a, vertical, paralelo ao segmento (a uma distancia qualquer) dado e sobre esse plano
determinarmos a sua projegao ortogonal, esta representara a sua verdadeira grandeza. Resta-
nos representar esse plano em verdadeira grandeza o que, de facto, se traduz num rebatimento,
neste caso operado para o plano horizontal de projecéo (figura 1.30).

0 1cm
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Fig. 1.30. Mudancga do plano de projegéo.

Nesta operacao reconhece-se o que adiante iremos referir como o Sistema da Dupla Projegéao
ortogonal. Também devemos fazer a adverténcia que a referéncia a esta operagao deste modo
pode parecer estranha por relagdo ao que € comum ver em manuais de Geometria Descritiva.
Porém, se analisarmos bem a questao, € de uma mudanca de plano de projecao que se trata,
ou bem vistas as coisas, da introdu¢cdo de um novo plano de proje¢cédo, caminho pelo qual se
passa do Sistema Cotado para o Sistema da Dupla Projecao Ortogonal.

Aplicacao a projecao cilindrica

Seja dado um segmento de reta [AB] pela sua projegéao obliqua [¢/A,/B] num plano horizontal,
aqui considerado como o plano do desenho. Os indices 2’ e 5’ correspondem as distancias dos
pontos A e B ao plano de projecao (que sao diferentes das distancias dos pontos as suas
projecoes), respetivamente, dadas em centimetro (figura 1.31). O comprimento do segmento
[s+A,/B] mede 3. 1cm. A direcéo da projecéo € dada através da reta projetante p e do
rebatimento do seu plano projetante a para o plano horizontal de projegédo. O angulo Tt = 53°
formado entre p e pp corresponde a inclinagao da diregao projetante relativamente ao plano de
projecao. E ainda dada a relagéo entre diregdo do segmento [s+A,/B] e a diregao da projecéo,
no desenho.

81



/IAB

Fig. 1.31. Segmento de reta [AB] dado através da sua projegéo cilindrica [¢/A,/B].

Para determinar a verdadeira grandeza do segmento [AB] reduz-se o problema ao caso anterior
em que se conhece a projecao ortogonal do segmento no plano horizontal de projecao. Para o
efeito conduzem-se, pelos pontos A e B retas projetantes paralelas a p. A partir do
rebatimento, para o plano horizontal, do plano vertical que contém uma delas, e notando que a
projecao cilindrica da reta AB partilha com a projecao ortogonal o ponto N de cota Ocm, é

possivel encontrar os pontos sA e B, projecdes ortogonais dos pontos A e B no plano
horizontal, respetivamente (figura 1.32). Note-se que a determinagéo do ponto N é muito
simples uma vez que a projegao cilindrica mantém as razdes de comprimentos em cada
direcédo de retas.
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Fig. 1.32. Determinacgéao da projegao ortogonal de um segmento de reta dado através da sua projecgéo cilindrica.

Estando determinada a projegao ortogonal do segmento [AB] no plano horizontal, isto é, o

segmento [ 34 ,B], pode adotar-se qualquer um dos procedimentos atrés considerados para a
determinagéao da verdadeira grandeza do segmento [AB].
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Atividade proposta:

Neste caso, a verdadeira grandeza do segmento [AB] mede aproximadamente 4. 1cm.
Sugere-se que o leitor resolva o problema até ao final para poder confirmar este resultado.

Aplicacao a projegcao conica

Seja dado um segmento de reta [AB] pela sua projegao conica [¢/4,/B] num plano horizontal,
aqui considerado como o plano do desenho. Os indices 2’ e 5’ correspondem as distancias dos
pontos A e B ao plano de projecao (que sao diferentes das distancias dos pontos as suas
projegcoes), respetivamente, dadas em centimetro (figura 1.33). O centro de projegoes, o ponto
0, é dado pela sua projecao ortogonal no plano de projecao e pela sua distancia a este plano,

7cm. O comprimento do segmento [./A,/B] mede 7cm, /A ,0 = 3.5cm e ,B ;0 = 5cm .

0 1cm

o—20 . 70

E'AE 

B

o
Fig. 1.33. Segmento de reta dado através da sua projegdo cénica e das cotas dos seus extremos.

Mais uma vez, para determinar a verdadeira grandeza do segmento [AB] reduz-se o problema
ao caso em que se conhece a projegao ortogonal do segmento no plano horizontal de projecgéao.
Para o efeito representam-se as retas OA e OB, projetantes dos pontos 4 e B, respetivamente,
e aqui representadas pelas suas projecoes ortogonais no plano horizontal de projecao. Note-se

que as projegdes conicas destas retas reduzem-se aos pontos /4 e ,/B, respetivamente. De
seguida, como as projecdes ortogonais preservam as razdes de comprimentos, pela divisdo

dos segmentos [ ;0:A] e [ ;0,/B] em sete partes iguais, é possivel posicionar as projegdes
ortogonais dos pontos A e B, isto €, os pontos zA e ,B. (figura 1.34).

0 1cm
0

Fig. 1.34. Determinacgéao da projegao ortogonal de um segmento de reta dado através da sua projegéo cdnica.

Mais uma vez, estando determinada a projegéo ortogonal do segmento [AB] no plano

horizontal, isto é, o segmento [ 34 ,B], pode adotar-se qualquer um dos procedimentos atras
considerados para a determinacéo da verdadeira grandeza. Por curiosidade, determinaram-se
as projegdes cénicas dos pontos P e Q do segmento [AB], de cotas 3cm e 4cm,
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respetivamente, para colocar em evidéncia que neste tipo de projegao nao sao preservadas as
razdes de comprimentos. Isto foi feito a partir da divisdo do segmento [ ;4 ,B] em trés partes
iguais, operagao pela qual se determinaram os pontos 4P e 3Q, proje¢des ortogonais dos

pontos P e Q no plano horizontal de projecéo. A partir destas, os pontos /P e ;/Q séo de
determinagdo imediata.

Atividade proposta:

Neste caso, a verdadeira grandeza do segmento [AB] mede aproximadamente 5¢cm. Sugere-
se que o leitor resolva o problema até ao final para poder confirmar este resultado.
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Introducao aos sistemas de representacao e sua inter-relacao

Designa-se por Sistema de Representacgado o articulado de planos de projegao, tipos de
projecao e operagdes auxiliares que permitem compactar a representagédo num unico plano de
desenho. Mesmo na modelacao tridimensional digital é isto que acontece quando vemos as
imagens das figuras geométricas no ecra do computador.

A geometria descritiva utiliza, em geral, o sistema de coordenadas retangulares. Por
convengéo, adota-se a regra da “mao direita” para o referencial e para as rotagoes.

Quando os planos de projegao principais séo o plano coordenado xy, também designado por
plano horizontal de projecgao, e o plano coordenado zx, também designado por plano frontal
de projecao, e as retas projetantes sao perpendiculares a estes planos, estamos em presencga
do sistema da Dupla Projegao Ortogonal (DPO). Considera-se que o eixo x divide o plano
horizontal de projecdo em dois semiplanos: o semiplano horizontal anterior (SHA) e 0
semiplano horizontal posterior (SHP). Considera-se também que o eixo x divide o plano
frontal de projecdo em dois semiplanos: o semiplano frontal superior (SFS) e o semiplano
frontal inferior (SFI).

Estes semiplanos organizam o espago nos quatro diedros ou quadrantes, ja atras
mencionados. O 1° diedro é delimitado pelo SHA e pelo SFS; o 2° diedro é delimitado pelo SHP
e pelo SFS; o 3° diedro é delimitado pelo SHP e pelo SFI; e 0 4° diedro é delimitado pelo SFl e
pelo SHA.

Por vezes consideram-se ainda dois planos bissetores destes quatro quadrantes. Estes planos
sao referidos como o plano bissetor dos quadrantes impares, ou $13, € como o plano
bissetor dos quadrantes pares, ou ;4. Estes planos correspondem ao lugar geométrico dos
pontos cujo valor absoluto da cota e do afastamento s&o iguais entre si. Na figura seguinte
ilustram-se estes elementos de forma esquematica.

SFS
2° Q. 1°Q.

SHP SHA

3 Q. 4° Q.
SFI

Fig. 1.35. Representagcéo esquematica (“vista de lado” em que o eixo x se reduz a um ponto) dos semiplanos de projegéo, dos
quadrantes, e dos bissetores dos quadrantes.

Para tornar operativa a representagdo num unico plano, € comum considerar-se uma rotagao
de 90°, em sentido positivo, do plano frontal de projegao, em torno do eixo coordenado x, até
que este plano coincida com o plano horizontal de projecédo que, na pratica, correspondera ao
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plano do desenho. Se for conveniente, pode ainda ser considerada uma translagao do plano
frontal de projecéo, na diregédo do eixo y, ap0ds a rotagao. Este sistema de representagéo
também recebe a designacao de Método de Monge e uma representacéo produzida neste
sistema designa-se Epura.

Um ponto 4 fica representado pelas suas projegdes, A1 no plano horizontal de projecéo, e 4,
no plano frontal de projecao. Esta ultima projecao acompanha o movimento do rebatimento do
plano frontal de projegao para o plano horizontal de projecéao (figura 1.36.a). A disposicao
operativa do sistema de representagéao € a que esta ilustrada na figura 1.36.b.

Yi=Zg

a) b)

Fig. 1.36. Sistema da Dupla Projegdo Ortogonal: a) ilustragdo em perspetiva; b) disposi¢cdo operativa do sistema na folha de
desenho.

Neste caso, o ponto 4 tem todas as coordenadas positivas por que se situa no primeiro
quadrante e primeiro octante. O valor da abcissa do ponto é dado por A,,_O Ovalordacotaé
dado por AgA,g. E 0 valor do afastamento é dado por AgA;. No desenho figura 1.36.b, o
segmento de reta perpendicular ao eixo x que passa pelos pontos 4,, A1e A, designa-se por
linha de chamada. Para evitar excesso de notagao, é costume néao notar o rebatimento nem as
projecdes dos eixos. Assim o que consta na figura 1.36.b é simplificado dando origem ao que se
pode observar na figura 1.37. E por vezes pode mesmo omitir-se a representagcao e notagéao dos
eixosyez.
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y=z

Fig. 1.37. Disposigao operativa do sistema na folha de desenho com a notagéo simplificada.

Em aplicacdes praticas, por exemplo no contexto da arquitetura ou design, se na representacao
for 6bvia a distingdo entre as duas projecgdes, pode prescindir-se da notagdo em subscrito.
Adicionalmente, se a percecao do objeto representado for 6bvia pode ainda prescindir-se da
identificagcdo da notagao dos seus elementos constituintes, como os pontos e linhas.

Se removermos um dos planos de projecéao, por exemplo o plano frontal de projecao, e
ficarmos apenas com a projegdo ortogonal no plano horizontal de projecéo, a qual devemos
acrescentar uma notacgao respeitante a cota dos elementos representados, obtemos o
Sistema Cotado. Neste sistema, por exemplo um ponto A com cota igual a 4 unidades de
altura fica representado pela sua projecao no plano horizontal associada a sua cota. Pode
escrever-se A4 ou 4A consoante seja preferivel destacar a designagéo do ponto ou a sua cota.
No caso da primeira opgéo, ndo devemos confundir esta notagdo com a relativa a dupla
projecao ortogonal, em que os subscritos identificam a projecado e ndo a cota. Por esta razao,
consideraremos preferencialmente a segunda opc¢ao. No caso do sistema cotado é importante
especificar a unidade a que se refere a altura. Na figura 1.38 mostra-se a representagcdo de um
segmento de reta [AB] em que o ponto A tem 4 unidades de cota e o ponto B tem 7 unidades
de cota. Aunidade de altura (UA) é dada graficamente através de uma escala. Quando estd
em causa a determinagao de grandezas métricas, a escala € um elemento fundamental do
desenho. Eventualmente pode prescindir-se da escala no caso em que nos ocupamos apenas
das proporgdes.

0 0=(z)

oX

o
-
3
o

¢

WY

Fig. 1.38. Disposicao operativa do sistema cotado na folha de desenho.
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Conhecida a distancia entre os pontos A e B na projecao horizontal, também designada como
distancia horizontal (DH), e conhecida a diferenca entre as cotas dos pontos, também
designada como distancia vertical (DV), pode determinar-se o declive (d) do segmento de reta

)14 , . . ~

comod = i tg(a). Pendente é outro termo que significa declive. Nesta expressao, a

representa a inclinagcdo do segmento de reta em relagio ao plano horizontal de projec¢éo. Pode
. UA A . .

ainda escrever-sed = - €émque I representa a distancia horizontal entre dois pontos de cota

inteira consecutiva, também designada como intervalo (I). Por exemplose UA = 1.5mel =
2m,vemd =3/4.Sed < lentdoa < 45°, sed = 1 entdoa = 45°, esed > 1 entdoa > 45°.
Designa-se por graduagao a determinag¢ao dos pontos de cota inteira de uma reta, a
determinagao das retas de cota inteira de um plano, ou ainda, de forma mais geral, a
determinacgao das linhas de cota inteira de uma superficie, também designadas por curvas de
nivel. Assim, os conceitos de declive e intervalo tanto podem aplicar-se a retas como a planos.
No caso dos planos, o declive em relagédo ao plano horizontal é dado pelo declive das retas do
plano perpendiculares as retas de nivel. Cada uma destas retas designa-se por reta de maior
declive.

E comum encontrar em manuais de geometria descritiva uma distingdo entre reta de maior
declive e reta de maior inclinagado. Uma como tendo a diregdo das retas perpendiculares as
retas horizontais do plano e a outra como tendo a diregao das retas perpendiculares as retas
frontais do plano. Em nossa opiniao esta distingcao ndo tem sentido. Uma reta de maior declive
também é uma reta de maior inclinagéo. Declive e inclinagédo sdo conceitos relacionados mas
néo sao a mesma coisa. A inclinacao é dada por um angulo e o declive é a tangente
trigonométrica desse angulo. Assim, a inclinagdo de uma reta relativamente a um plano varia
entre 0° e 90° enquanto que o declive varia entre 0 e +00. Por exemplo, € errado dizer que uma
reta tem um declive de 40° em relagdo a um plano, ou dizer que tem uma inclinagado de 50%
em relagdo ao um plano.

Por vezes, no sistema cotado nao se representam os eixos. Isto acontece quando ndo é
relevante a orientagcédo do objeto representado em relagéo ao sistema de coordenadas.

O sistema da DPO pode ser expandido adicionando mais planos de projegcao consoante as
necessidades da representacao, dando origem a Miuiltipla Projecao Ortogonal (MPO). Abaixo,
trataremos o sistema cotado e a DPO como integradas na MPO por entendermos que ndo ha
nada de verdadeiramente distintivo entre estes sistemas de representagcdo. Com efeito, parte-
se sempre de projegcoes ortogonais em planos de projecao. A diferenga esta no numero de
planos de projecdo. A quantidade de planos de projecdo adequados a resolucdo de um
problema especifico deve ser deixada em aberto a escolha de quem resolve o problema. Nao
héa propriamente uma regra especifica. No exemplo que se dara de seguida ilustrar-se-a bem a
transversalidade entre estes sistemas de representacgéo.

Se a diregao de projegao for obliqua a todos os eixos coordenados (pode haver excegdes),
teremos em geral o que se designa por Axonometria ou Sistema Axonométrico. Neste caso,
se o plano de projecao for perpendicular as retas projetantes, temos a Axonometria Ortogonal
e se for obliquo as retas projetantes, mesmo que seja paralelo a um dos planos coordenados,
temos a Axonometria Clinogonal ou Axonometria Obliqua.

Se a projecao for central, com centro de projegdes exterior ao plano de projegéo, temos o
Sistema Conico. Embora seja comum considerar a Perspetiva como uma aplicacéo pratica do
sistema conico, também é possivel designar por perspetiva as representagdes decorrentes da
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representacado axonomeétrica. Neste texto designaremos a representagdes axonométricas por
Perspetiva Axonomeétrica e as resultantes do Sistema Cdénico como Perspetiva Cénica ou
Perspetiva Central. Ha ainda a designacgao do sistema cdénico, adotada por alguns autores,
como Axonometria Cdénica quando o plano de projegao é obliquo aos trés planos
coordenados, designagao que ndo adotaremos.

No dmbito estrito da geometria descritiva, entendida tradicionalmente, em todos os sistemas a
representagao desenvolve-se num unico plano, em ultima analise, o plano do desenho. Neste
sentido, toda a geometria descritiva torna-se operativa através da geometria plana. Eisso é
independente da folha de desenho ser fisica ou digital.

Considerando a incorporagao de meios de representagao digital na geometria descritiva ha a
distinguir duas situacoes.

A primeira corresponde essencialmente a uma computadorizagdo dos processos, sobretudo
quando se fala de desenho de precisao. Afolha de papel da origem a uma folha digital, mas nao
ha nada de fundamentalmente diferente, embora a forma de encarar os processos graficos
possa, e deva, mudar face ao manancial de opgdes de que se passa a dispor, sobretudo se
utilizarmos ambientes de geometria dinamica (AGD). Neste caso a resolugcado dos problemas
de geometria no espacgo continua indissocidvel da construgédo das projecdes por meio da
geometria plana. Apenas muda o suporte e porventura a quantidade de funcionalidades
disponiveis. Um ambiente deste tipo poderia ser designado por ambiente digital de
modelacao geométrica bidimensional (ADMG2D).

A segunda corresponde a adogédo de ambientes digitais de modelagao geométrica
tridimensionais (ADMG3D). Neste caso passa a haver, quase sempre, uma dissociacao entre a
resolucao do problema no espaco e a sua aparéncia através das projecoes, isto porque estas
sao resolvidas e mostradas em tempo real, ou obtidas de forma automatica enquanto se opera
a modelacdo. Essas projecoes, em geral emulam os sistemas de representacéo tradicionais
(vistas ortogonais, perspetivas axonométricas e perspetivas cénicas) podendo ainda incluir
outros (perspetivas cilindricas, projegcdes estereograficas, etc). Neste tipo de ambiente, a
passagem de um sistema de representacao a outro ndo é mais que a possibilidade de escolha,
dindmica e em tempo real, do modo como se observa para a cena modelada. Mas também
aqui, por vezes, é necessario ter como ponto de partida, ou de passagem, no processo de
resolucdo de um problema de geometria no espaco, a consideragao de projecdes planas.
Neste sentido, pode considerar-se que um ADMG3D é uma espécie de Sistema Integrado de
Representacao. E, na medida em que as operagdes a realizar tiverem sobretudo um caracter
grafico, postulamos que nos podemos considerar no ambito da geometria descritiva ao adotar
um tal ambiente de trabalho. E como se estendéssemos o mundo das construcées
geométricas ao espaco tridimensional. Agora, determinar a intersecao de uma reta com uma
circunferéncia ou com uma superficie esférica sdo operacoes graficas sintéticas, na sua
aparéncia, igualmente imediatas e acessiveis operativamente. Os sistemas de desenho
assistido por computador (CAD), utilizados na industria, caem nesta categoria. Também caem
nesta categoria os ambientes de geometria dindmica tridimensionais (AGD3D). Estes
sistemas integrados, sdo uma extensao natural dos meios e suportes de que a geometria
descritiva dispde, seja para um estudo mais abstrato das formas geométricas seja para
aplicacgdes praticas como a representacdo de edificios em arquitetura ou de mecanismos em
engenharia.
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Assim, a pretexto da representagdo de uma figura geométrica simples, o cubo, no exemplo
pratico seguinte, iremos expor os principios e regras operativas de cada um dos sistemas de
representacado. Numa primeira iteragao iremos partir da DPO e percorrer todos os demais
sistemas de representagao, incluindo o que designamos por Sistema de Representagao
Integrado, mostrando que é mais o que os une que aquilo que os separa. Quem estiver
familiarizado com o sistema da DPO ira notar algumas diferengas em relagao a abordagem
habitual, mas nao devera deixar-se confundir porque, se verificar com atengao, vera que o que
vamos fazer é equivalente em tudo as praticas comummente estabelecidas. Com efeito, vamos
apresentar varias versoes da resolugao do problema que nos vai servir de pretexto, para que
nos possamos ir acostumando a ideia de que a disposi¢do das projecdes no desenho nao tem
de serrigida, embora tenha de ser consistente, e a ideia de que existe uma continuidade entre
os varios sistemas de representacao. Nesta fase a representagao € intrinsecamente
bidimensional pouco importando se os meios sao analdgicos ou digitais. Posteriormente,
demonstrada a transversalidade entre os varios sistemas de representacgao, estes serdo
tratados separadamente no sentido de evidenciar procedimentos mais ou menos especificos e
de sublinhar distintas vocagdes dos mesmos. Nessa fase, a DPO o Sistema Cotado e a MPO
serao tratados em conjunto como se de um Unico sistema de representacao se tratasse. No
final fazemos uma incurséao pelo que designamos de Sistema Integrado de Representacao,
fazendo uso da modelagao geométrica tridimensional para ilustrar alguns exemplos de
resolugdo de problemas andlogos aos que abordamos de forma mais tradicional através de
desenho bidimensional.

Apds o exemplo pratico inicial, serao tratados os seguintes topicos ao longo desta PARTE [:
e Representacado do ponto, da reta e do plano

e Operagodes relacionadas com o ponto, a reta e o plano (relagdes de pertenga,
paralelismo e perpendicularidade, intersegdes, distancias e dngulos)

e Representagéao de figuras geométricas simples (cone, cilindro, esfera, prismas,
piramides, poliedros regulares, superficies topograficas)

e Operacoes relacionadas com as figuras geométricas simples (tangencias e
concordéncias, intersecoes, seccoes planas com destaque para as produzidas em cones e
cilindros de revolugéo, truncagens, operacdes booleanas, transformagdes geométricas,
planificagdes)

e Aplicagdes (composicéo e ideacdo de volumes, modelacéo de coberturas,
modelagao de terrenos, movimentos, sombras, reflexos, aplicagdes graficas)

Nem todos os tépicos serdao abordados em todos os sistemas de representagdo uma vez que
isso seria redundante, porque é necessario que se consiga extrapolar, e porque ha sistemas
mais vocacionados para umas operagdes que outros.

Um exemplo pratico

Através de um exemplo pratico, faremos uma passagem geral pelos sistemas de representagao
e demonstraremos a sua inter-relagao. Interessa-nos mostrar que € mais 0 que une 0s varios
sistemas do que aquilo que distingue. Defendemos que a utilizagdo dos varios sistemas de
representacdo nao deve ser compartimentada. E muito importante que se faga, desde o inicio,
o esforgo por cruzar as fronteiras entre eles e, com isso, perceber que, na verdade, essas ndo
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sao rigidas. Este exemplo € para aqueles que ja tiveram contacto com a geometria descritiva e
desenvolveram alguma proficiéncia na sua pratica.

Para quem esta a tomar contacto com a geometria descritiva pela primeira vez, adverte-se que
este exemplo podera, eventualmente, ser dificil de seguir. Se for esse o0 caso, recomenda-se
passar de imediato as secgbes sobre a Multipla Projegao Horizontal, Perspetiva e Sistema
Integrado de Representacgao, por esta ordem. E no final podera voltar aqui, e em jeito de
sintese, seguir este exemplo pratico.

Considere-se o seguinte enunciado:
Dados:
- Aunidade é o centimetro (cm).

-Ospontos A, 4, 1) €€, 2, 1) definem a diagonal de um quadrado [ABCD] contido num
plano horizontal (paralelo ao plano coordenado xy).

- O quadrado [ABCD] é a face de menor cota de um cubo.
Problema:

Represente o cubo nos varios sistemas de representacgéao.
Resolucao:

Vamos proceder a resolugao deste problema nos varios sistemas de representagao procurando
demonstrar que ha transversalidades entre eles que as fronteiras entre sistemas nao sao
estanques.

DPO, MPO e sistema Cotado

Aresolugdo, em DPO, comeca pela representacao dos pontos A e B através das suas projegoes
no plano frontal de projecao e no plano horizontal de projecéo. No caso da projecao frontal é
omitida a coordenada Y e no caso da projecao horizontal € omitida a coordenada Z. O
entendimento espacial da situacao vem da leitura cruzada das duas projecdes. No caso de
haver apenas uma projecao horizontal, o entendimento espacial deriva da aposi¢éo do valor da
cota aos pontos representados.

Uma vez que o quadrado [ABCD] é horizontal, a sua proje¢éo horizontal [A;B1C1D1]
apresenta-se em verdadeira grandeza e a sua projecgao frontal reduz-se a um segmento de reta
paralelo a x5, isto &, paralelo a projecao frontal do eixo coordenado x. Note-se esta
representacao distingue-se do que foi mostrado na figura 1.37 porque, apds o rebatimento do
plano frontal de projegéo, consideramos uma translagéo na diregdo do eixo y. Deste modo, as
duas projec¢des do eixo x ficam distintas no desenho. Mas ndo nos devemos deixar perturbar
porisso.

Como as arestas do cubo tém todas o mesmo comprimento, e como o cubo tem duas faces
horizontais, as arestas que lhes séo perpendiculares sdo paralelas ao plano coordenado zx,
isto é, sdo verticais, de onde a suas projecoes frontais se apresentam em verdadeira grandeza.
Assim, pode transferir-se o comprimento de um dos lados do quadrado [A;B{C1D4], no caso

A1D4 paraa projegéao frontal de modo a completa-la.
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Para além da notagédo habitual que distingue as proje¢gdes nos planos xy e zx, incluimos
também uma legenda para cada uma das projegdes bem como um simbolo que, em cada
projecao, identifica o sentido de leitura da outra projecao. Note-se que as projecdes devem ser
construidas de modo a que a sua leitura, no desenho, corresponda ao sentido indicado, isto €,

nédo podem aparecer invertidas.
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Fig. 1.39. Representagédo de um cubo em DPO -versao 1.
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Fig. 1.40. Representagcdo de um cubo em DPO -verséo 2.
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A primeira versao da solugéo (figura 1.39) é a que mais se aproxima das convengoes habituais,
com a diferenga de distinguirmos, no desenho, as duas proje¢des do eixo x.

Habitualmente, essas projegoes sao representadas coincidentes com a mengéao unica x.
Poderiamos té-lo feito também. Porém, ao distinguir as duas proje¢des do eixo colocamos em
evidéncia cada uma das projegoes e sublinhamos que a disposigao relativa das duas projecdes
pode ser variavel, como fica patente na segunda versao da resolucgéao (figura 1.40).

Também optamos por distinguir a projegao frontal do eixo z da projeg¢do horizontal do eixo y,
embora estas sejam na verdade coincidentes no desenho. Ao distingui-las estamos a sublinhar
o sentido positivo de cada um destes eixos.

Também é possivel orientar de maneira distinta o plano xy no plano do desenho (figura 1.41).
Neste caso, se quisermos manter o sentido de projegao relativo a projegao frontal, verificamos
que esta aparece rodada 180° no desenho, bem como a notacao, quando comparada com as
duas versOes anteriores, isto para manter o sentido légico de leitura da projegao frontal.

Y/
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N
,/"/l
(2):=0, | 5 - : Projecéo Horizontal
X4
‘0=%A) o R R |BjuC.4 oedaloid
°X
/';
//
AN
Iz W Hd

Fig. 1.41. Representagcédo de um cubo em DPO -versao 3.

No entanto podera inverter-se o sentido da projecao frontal. Mas nesse caso, como se observa
na versao seguinte (figura 1.42), a projecao frontal ja ndo é a mesma das trés versbes acima,
sendo agora invisivel a projecao da aresta vertical que contém o vértice B.

E neste caso, a disposigao das projegoes também pode ser a que a seguir se ilustra (figura
1.43).

Repare-se que, em todas as situagodes, as projecdes do eixo x foram sempre colocadas na
horizontal no desenho. Mas isso nao é estritamente necessario. Com efeito, é isso que sucede
quando passamos da DPO a MPO. A diferencga significativa nesta passagem € a inclusao de
novas projecdes ortogonais. Isso pode ser feito através de um reposicionamento do referencial
de modo a orientar, por exemplo, o novo plano z'x’ de acordo com a obtengéo de uma nova
projecao frontal que coloque duas faces laterais do cubo em verdadeira grandeza (figura 1.44).
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Neste caso, o novo referencial tem o plano z’x’ paralelo a face vertical do cubo passante pelos
vértices A e B, e o plano X'y’ coincidente com o plano xy. A nova projegao frontal, notada com
2’, representa a verdadeira grandeza de duas faces do cubo e as cotas dos pontos sdo
preservadas entre as duas projegdes frontais uma vez que os dois planos horizontais de

projecéo sdo coincidentes.
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Fig. 1.42. Representagédo de um cubo em DPO - verséo 4.
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Fig. 1.43. Representacdo de um cubo em DPO -verséo 5.
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Facilmente se percebe que, caso afigura a representar seja mais complexa ou o numero de
projecdes seja maior, a notacao tende a tornar-se mais densa podendo tornar o desenho
confuso. Assim, caso a disposigcao das projegdes nao levante duvidas de interpretacao, a
notagcao pode ser simplificada. Por exemplo os vértices do quadrado podem reter apenas as
suas designacgodes originais, 4, B, C e D, ou até mesmo estas poderao, eventualmente ser
omitidas. E o que se faz em desenho de arquitetura. No entanto, apenas se aconselha proceder
a esta omissao quando se estiver a vontade com o sistema de representagao.

PH Zy 4

AV

Projecéo Frontal

: 0 (y)2=0,
Xz

n 5(2),=0;

Projecéo Horizontal

VY

Fig. 1.44. Passagem da DPO a MPO através do reposicionamento do sistema de coordenadas.

No cado de utilizarmos o sistema cotado, tomando o plano xy como o plano de proje¢éo, a
representacao reduz-se a projecao horizontal com a identificagdo das cotas dos pontos em
relacao ao Plano de Referéncia, neste caso o plano xy. Mas note-se que o plano de referéncia
pode n&o ser o plano de proje¢cdo, mas sim qualquer outro que lhe seja paralelo. Nesta
representagao é conveniente identificar todos os vértices do cubo e respetivas cotas, caso
contrario ndo é possivel interpretar a representacdo como correspondendo a um cubo (figura
1.45). E repare-se que, caso uma cota s6 possa ser notada aproximadamente, o seu valor deve
ser precedido do simbolo ~. O valor ~4. 2 indicado dentro de um retangulo representa
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aproximadamente a cota da face superior do cubo arredondada as décimas. Da mesma forma,
os indices 0 associados as projegdes dos eixos x e y e da origem O, representam as cotas
destes elementos.

Com este exemplo julgamos que fica evidente que, para além do nimero de projecdes e
alguma notagdo associada, ndo ha verdadeiramente uma distingdo entre o Sistema Cotado, a
DPO e a MPO. Neste sentido, parece-nos ser benéfico que estes trés sistemas sejam tratados
em conjunto, para nao criar distingbes espurias, porque de um pode passar-se rapidamente
aos outros.

(2)=,0

1D=42H

Projegéo Horizontal

! Dy
Fig. 1.45. Passagem da DPO as projegdes cotadas através da remogao da projecao frontal e da aposigdo dos valores das cotas.

Da DPO ao Sistema Axonomeétrico

Embora a representagdo axonomeétrica possa ser tratada de forma independente dos sistemas
de representagdo acima discutidos, vamos por agora, considera-la obtida no contexto da MPO.
Isto é, vamos ver que a projecdo axonométrica € apenas mais uma projecao que se pode obter
por processos idénticos aos utilizados até aqui. Este ndo serd o modo seguido daqui em diante,
mas através da sua adogdo neste exemplo reforcamos a ideia de que ha interligacdes entre os
varios sistemas de representacao.

Axonometria ortogonal

Considere-se uma axonometria ortogonal tendo o plano m, perpendicular a reta OP, como
plano de projecao, também designado por quadro ou plano axonométrico. O plano T passa
pelo ponto P35 25 25)- O sentido da projecéo € de P para 0. A representagéo axonométrica
do cubo, ou simplesmente, a axonometria do cubo, é obtida através da projecao dos vértices
do cubo no plano axonométrico (figura 1.46).

Comecamos por considerar o plano é definido pelo eixo z e pela reta OP. De seguida
projetamos o conjunto (cubo, referencial e reta OP) ortogonalmente no plano &, dando origem
a projecao 2’ (nova projegao frontal). Note-se que, no exemplo precedente, considerou-se o
reposicionamento do referencial para a obtencao da nova projecgao frontal. Neste caso, a
notacdo do plano & e a indicagdo do sentido da nova projecdo desempenham o mesmo papel
que a definicdo de um novo referencial. Na pratica, é como se o plano § passasse a ser o novo
plano z'x’. Nesta projegao, a representacio da reta OP estd em verdadeira grandeza e, por isso,
o plano m, nesta projecéo fica representado por uma reta Z,/ P,/ perpendicular a reta O,/ P,:.
Nesta projecédo foram preservadas as cotas dos pontos. Por fim, constréi-se nova projegéo
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ortogonal do conjunto no plano m, notada por 2”. Mais uma vez, ndo hd mengao ao
reposicionamento do referencial. Porém, € como se agora o plano i fosse um novo plano
coordenado x”’y” no qual se obtém uma nova projegao.
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Projecao Horizontal
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Fig. 1.46. Passagem da DPO a axonometria ortogonal.

(y)2=0,

Nesta projecao foram preservados os afastamentos dos pontos considerados em relagédo ao
ultimo par de projecoes, projecao 1 e projecdo 2’. Esta ultima projecao, projecéo 2”, se isolada,
corresponde ao que podemos designar por axonometria. Note-se que, neste caso da
representacgéo dita axonométrica, por ser costume orientar-se a projegao do eixo z na vertical,
adotou-se este sentido de leitura. Daqui resulta que, em boa verdade, tratando-se de uma nova
projecao ortogonal, a axonometria ortogonal nao se distingue verdadeiramente dos sistemas
anteriores. A designacéao deriva do facto de nenhuma das proje¢des dos eixos coordenados
iniciais ficar reduzida a um ponto. Numa axonometria, as proje¢cdes dos eixos coordenados
designam-se por eixos axonométricos. O angulo formado por cada par de semieixos
axonométricos positivos designa-se por angulo axonométrico. O tridngulo [XY Z] definido
pelos tragos dos eixos coordenados no plano axonométrico designa-se por tridngulo



fundamental da axonometria e € uma figura fundamental quando se opera diretamente sobre
este sistema de representacgao.

Axonometria obliqua

Nada obsta a que a projecao do conjunto no plano axonomeétrico seja obliqua. Neste caso,
costuma considerar-se um dos planos coordenados como plano de projegédo. Porém nada
obriga a que assim seja. Com efeito, o teorema de Pohlke-Schwarz, de que falaremos adiante,
legitima qualquer relacdo de inclinagao entre as projetantes e o plano de projecéo, qualquer
que este seja. Mas por agora consideremos o caso em que o plano coordenado xy € o plano de
projecao, isto &, é o plano axonomeétrico. Para o efeito, a diregao das retas projetantes é dada
pelareta PO com P15 25, 4). O sentido da projecéo € de P para O e esta notado na projegao
frontal e na projecéo horizontal (figura 1.47).

ek

PH

Projecgao Frontal Aq

Xz

X1E\X1'

Projecéo Horizontal
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Fig. 1.47. Passagem da DPO a axonometria obliqua.

A representacdo axonométrica obliqua, notada por 1’, obtém-se conduzindo retas projetantes,
isto é, paralelas a OP, por cada vértice do cubo, e determinando as interse¢gdes destas com o
plano axonométrico, neste caso coincidente com o plano coordenado xy. Mais uma vez, a
forma de obter a axonometria, como se de uma sombra se tratasse, esta perfeitamente
embebida no mesmo ambiente que utilizamos até aqui para obter as demais representacgoes.
Fica mais uma vez sublinhada a proximidade entre os varios sistemas de representacéo. Neste
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desenho, como a representagao axonomeétrica se sobrepde a projegao horizontalinicial,

optamos por representar esta ultima a traco fino, bem como a projecao frontal inicial, para
evidenciar a representagao axonométrica.

Da DPO ao Sistema conico

Por fim, tratamos do sistema cénico. Neste caso € preciso definir um centro de projecoes.
Consideremos o ponto Q(gl -6, 2.5) @ partir do qual se conduzem as retas projetantes que,
agora, nao sao paralelas entre si. Neste caso, o plano de projegéo, ou quadro, é o plano
coordenado zx, embora qualquer plano, coordenado ou hdo, possa assumir a funcéo de plano
de projecéo. A projecao conica do cubo fica determinada pelos tragos das retas projetantes no
quadro. Neste desenho optou-se por representar a projecao frontal e a projecao horizontal
iniciais do cubo a trago fino para realgar a projegcao conica (figura 1.48).
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Fig. 1.48. Passagem da DPO a projegéo cdénica.

Vemos que na projegao conica aparecem convergéncias nas projegdes de linhas que sabemos
serem espacialmente paralelas. Esta convergéncia e o efeito de redugcédo na dimenséo das
projecoes sao carateristicas da projegao conica. Também poderiamos verificar a existéncia de
pontos de fuga se estendéssemos as linhas convergentes bem como poderiamos obter linhas
de fuga unindo esses pontos de fuga. Mas vamos deixar isso para o desenvolvimento
sistematico da perspetiva conica que faremos adiante.
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Integracao dos sistemas de representagcdo em ambiente digital

Por integracdo dos sistemas de representagdo em ambiente digital consideramos,
genericamente, qualquer ADMG3D que, pela sua natureza, permita o estudo e representagéao
de figuras geométricas espaciais. Considerando um qualquer desses ADMG3D, vamos abordar
o0 mesmo problema de representagao do cubo que temos vindo a tratar através dos sistemas
tradicionais da geometria descritiva. Os sistemas CAD utilizados na indUstria podem
considerar-se deste tipo.

O cubo agora é, concetualmente, construido no espaco. Posicionam-se, através das suas
coordenadas, os pontos A e € dados; instancia-se o segmento de reta que 0s une; cria-se uma
copia deste segmento; no plano horizontal que o contém, roda-se 90° o segmento copiado em
torno do seu ponto médio; instancia-se o quadrado definido pelos extremos dos dois
segmentos de reta; instancia-se um segmento de reta coincidente com um dos lados do
quadrado; roda-se esse segmento 90° em torno de um dos lados do quadrado passante por um
dos seus extremos; utiliza-se esse segmento (e 0 seu comprimento) para restringir a extrusao
do quadrado dando origem ao modelo tridimensional do cubo. Neste caso, as proje¢des que
vemos nhas quatro janelas da figura seguinte (figura 1.49) correspondem simplesmente a vistas
do modelo geradas automaticamente pelo software. A Unica intervencao do
desenhador/utilizador passou por definir os pardmetros dessas vistas. Essas vistas ndo séo
desenhos que o utilizador possa alterar (a nao ser por alteragao de parametros que
condicionam o modo como o software gera a vista). Sdo apenas “janelas” abertas para o
“espaco virtual” percecionado pelo utilizador através do ecrd do computador.

Top |+ Perspective (Locked) [~

Front |- Parallel” (Locked) |+

Fig. 1.49. Vistas do modelo tridimensional do cubo no sistema CAD.

Mas note-se que ha analogias entre o processo de construgao seguido neste exemplo e as
acodes realizadas nas representagdes que o precederam. A nogéo espacial da construgéo do
cubo é idéntica. Mas no primeiro caso, cada projecédo tem de ser contruida pelo desenhador; e
neste caso é o cubo que vai sendo construido como se de uma maquete se tratasse.
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Embora estas vistas sejam janelas abertas sobre o modelo 3D, é possivel converté-las em
desenhos bidimensionais editaveis no mesmo sentido em que os dos exemplos anteriores.
Mas, mais uma vez, esse € um processo automatico realizado pelo software, cabendo ao
utilizador/desenhador especificar que projegdes pretende. Na medida em que esses desenhos
sao editaveis, para o fazer é necessario entender os principios da representagcdo geomeétrico-
descritiva tradicional, através do desenho bidimensional. Assim, vemos que a modelagéao
tridimensional consubstancia-se como um ambiente de trabalho que esta impregnado dos
principios da geometria descritiva. Nesse sentido, a utilizagcao deste tipo de ambiente para o
estudo da geometria, e da geometria descritiva em particular, aparece-nos com toda a logica e
pertinéncia.

Ha que notar que, essencialmente, num “espag¢o” bidimensional as operagdes admissiveis sao
apenas o desenho de linhas, a determinacao de pontos resultantes de intersecdes de linhas, a
delimitacéo de regides através de limites lineares, e todas as operagdes de edigdo e
transformacgao que nao saiam do “espago” bidimensional. Jd num espaco tridimensional
ampliam-se as operagdes admissiveis. Para além das operacdoes anteriores, podemos agora
obter/construir pontos de intersegao entre linhas e superficies, obter linhas de intersegéo entre
superficies, definir regides tridimensionais delimitadas por superficies, e todas as operacoes
de edigao e transformacéao espaciais. Tudo isto visto através de uma janela, o ecra do
computador ou os ecras de uns 6culos de realidade virtual.

Analise de uma aplicacao de desenho digital

Tal como foi afirmado acima, é preciso ter nogao que qualquer ambiente de trabalho que se
eleja para o estudo da geometria, seja analdgico ou digital, tem o seu potencial e as suas
limitagbes. Assim, tal como os procedimentos praticos tradicionais sdo um reflexo dos meios
disponiveis, também os procedimentos digitais refletem um determinado leque de
possibilidades e limitagdes. Por essa razédo, sempre que se adotar um ADMG2D ou ADMG3D
para apoiar o estudo da geometria, é conveniente proceder a uma analise do mesmo no
sentido de perceber a melhor forma de o integrar e, sobretudo, ganhar uma consciéncia de que
as ferramentas em que se consubstanciam estes ambientes nao sao infaliveis.

Uma forma de conduzir a analise é secciona-la em tipos de entidades geométricas e tipos de
operacgdes. O nivel e profundidade da analise depende do tipo de utilizagao que se pretende da
aplicacao informatica e pode, por isso, ser mais ou menos exaustivo. Por exemplo, se apenas
pretende o desenho bidimensional podera prescindir-se das funcionalidades 3D. Por outro
lado, a capacidade de levar a cabo a analise esta condicionada a partida pelo nivel de
conhecimentos de quem a leva a cabo. Porventura, poderd haver conceitos que nao lhe sédo
familiares. Neste sentido, também pode e deve ser um pretexto para aprofundar
conhecimentos de geometria.

Por exemplo, uma determinada aplicagdo CAD pode ter fungdes que permitam representar
quaisquer linhas cénicas ao passo que outra pode apenas permitir representar circunferéncias
e elipses. Ou uma aplicagao pode permitir modelar cones obliquos de base circular ao passo
que outra apenas permite modelar cones de revolugéo. Consideremos o caso das linhas
conicas. Um exame detalhado da aplicagédo pode levar ao entendimento de que esta permite a
representacao de curvas através de pontos de controlo possibilitando a especificagdo do seu
grau. Se soubermos que uma curva de grau 2 com trés pontos de controlo é na verdade uma
parabola, caso especial de uma curva de Bezier, vemos ultrapassada parte daquilo que podia
ser considerado como uma limitagéo inicial. Adicionalmente se soubermos que qualquer linha
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conica (elipse, parabola ou hipérbole) pode ser obtida a partir de uma curva de Bézier, com trés
pontos de controlo, editando o peso associado a um desses pontos, vemos a nossa limitagao
inicial potencialmente ultrapassada. Se nao fizermos este exame, somos levados a uma
utilizagdo mais empirica da aplicagao, mas porventura menos consciente e, seguramente, néo
exploraremos todo o seu potencial. Com resultado, varios equivocos terao lugar.

O pior dos equivocos é nao reconhecer a natureza geométrica das operagdes realizadas pelo
facto de poderem ser, na aparéncia, diferentes das que se esta habituado aquando do desenho
manual de preciséo, ou por aparentarem dispensar aqueles procedimentos.

Outro equivoco é proceder a uma transferéncia direta dos métodos que se costuma aplicar no
desenho manual de precisdo sem perceber que muitos dos procedimentos ai usados derivam
da limitacdo dos meios disponiveis naquele contexto. Ha que reconhecer abertamente que
adocao de um ADMG pode tornar anacrénicos e obsoletos, do ponto de vista pratico, muitos
dos procedimentos algoritmicos tradicionais da geometria descritiva, sendo o calculo de
intersecoes ou o calculo de sombras paradigmaticos a esse respeito. A nosso ver, embora
continue a ser pedagogicamente importante entender as bases dos procedimentos tradicionais
porque podem ser formativos no entendimento das operacoes espaciais, ja nao faz sentido
determo-nos na resolucao de casos muito extensos ou complicados através desses
procedimentos quando a modelacgéo tridimensional digital o permite fazer de modo mais
rapido e eficiente, abrindo portas para investigacées mais avancadas.

Por fim, ainda outro equivoco é o de que o ADMG permite fazer tudo com rigor quase absoluto.
E isso nao é verdade. A qualidade das operagdes realizadas depende tdo somente da robustez
dos algoritmos que alguém implementou. Por exemplo, é relativamente simples encontrar
limitacdes em funcionalidades de intersecao e de paralelismo entre superficies, ou entre
linhas, em aplicacoes conhecidas do mercado. Na figura 1.50, evidenciamos a falta de
robustez na determinacgéo de linhas paralelas a linhas dadas em duas aplicagbes CAD
amplamente conhecidas.

C [p"] C

[p"]
Fig. 1.50. Linhas paralelas a uma parabola: a) aplicagdo CAD 1, b) aplicagao CAD 2.
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Em ambas as situagdes considerou-se uma parabola [p] de vértice V. O ponto C é o centro de
curvatura (falaremos deste conceito na PARTE Il) da parabola em V. Determinaram-se trés
curvas paralelas a parabola, a primeira a uma distdncia média entre V e C, a segunda a
distancia VC e a terceira a uma distancia igual a umavez e meia VC.Em relagdo a aplicagao 1
(figura 1.50.a) a primeira falha aparente surge na curva [p”’] no trogo entre P e Q que, devendo
ser visivelmente curvo com a concavidade voltada para cima, se apresenta reto. Em relagao a
aplicagao 2 (figura 1.50.b) verifica-se a limitagdo de ndo ser calculada a parte da curva [p’’] a
partir do ponto de auto intersegdo R. Ampliando as curvas [p”] cerca de dez mil vezes verifica-
se que as curvas nao passam pelo ponto C, o que, manifestamente é um erro dado que o ponto
C deveria ser cuspide da curva [p”], sendo particularmente bizarro o comportamento da
aplicacdo 2. E claro que se pode dizer que uma ampliacdo desta magnitude ndo interessa para
fins praticos. Mas estamos convencidos que esta constatagao chocara os que estavam
convencidos de que as aplicagdes CAD séo infaliveis!

Aideia subjacente a analise é o reconhecimento de que qualquer ADMG consiste num
repositdrio de conhecimentos que é necessario descodificar e entender para que dele se possa
tirar o devido partido. No nosso caso, interessam-nos particularmente os conhecimentos de
ordem geométrica. Tal como o desenho geométrico analdgico de precisédo se baseia num
conjunto de construgdes com régua e compasso, o desenho digital de precisdo emula-as e
expande-as incorporando outras possibilidades de construgdes geométricas entre o 2D e 0 3D
igualmente validas do ponto de vista da precisao e do rigor relativos, e fundamentalmente, do
ponto de vista conceptual.
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Mutltipla Projecao Ortogonal

Nesta secgédo, comegamos pelo sistema da DPO e, a medida que formos avangando, e a
medida das necessidades, vamos estender o sistema a MPO, ou restringi-lo ao Sistema Cotado
naquelas questdes que se possam eventualmente resolver com recurso a uma Unica projecao
ortogonal. Em todos os desenhos indicaremos a escala e a unidade utilizada.

Representacao e analise do ponto

Como javimos, a representacao de um ponto em DPO faz-se através da representacao das
suas projecodes ortogonais nos planos coordenados xy (plano horizontal de projegéo) e zx
(plano frontal de projecéo). Neste contexto interessa saber representar um ponto dadas as
suas coordenadas e extrair as coordenadas de um ponto dadas as suas projegoes. Ou seja,
interessa tanto construir as projecdes de um ponto como entender a sua localizagdo no espago
a partir da sua representacao.

Vamos considerar a representacao de quatro pontos, 4, B, C e D de coordenadas (5, 2.5, 3),
(-3, 4, -1),(0, —4, 0) e (—6,—4, 4), respetivamente. A unidade é o metro (m), o que
implica a escolha de uma escala adequada.

Definido o sistema de representacao através da disposicao das projecdes do eixo x no plano do
desenho e identificando a origem das coordenadas 0, estamos em condi¢gdes de avangar com
a representacgao dos pontos como se ilustra na figura 1.51. Da analise das coordenadas,
verifica-se que o ponto 4 esta contido no 1° quadrante; o ponto B esta contido no 4°
quadrante; o ponto C esta contido no SHP; e o ponto D esta contido no bissetor 844.
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Fig. 1.51. Representacao de pontos em DPO dadas as suas coordenadas.
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A explicitagcdo de um ponto do eixo x com a marcacgédo do indice 0, faz sentido apenas numa
fase introdutdria do estudo da representagao dos pontos como reforgo da ideia de que este
ponto é o primeiro a ser representado a partir da abcissa dada. Porém, manter esta
representagao traduz-se num excesso de notacao. Por isso, a partir deste momento,
deixaremos de notar estes pontos com indice 0 no eixo x.

Se quisermos, podemos ainda localizar os pontos relativamente aos octantes, porém nao
fazemos essa analise aqui. Deixamo-Lla para o leitor.

Atividade proposta:

E conveniente praticar a representacéo de pontos e a leitura das suas coordenadas com
varios exemplos até que se torne facil o entendimento da sua localizagdo. Da mesma forma,
devemos ser capazes de entender as posi¢des dos pontos se forem dadas as suas
projecoes, e devemos ser capazes de restituir as suas coordenadas, através de medigoes
feitas sobre o desenho.

Representacao e analise do segmento de reta
Um segmento de reta fica definido pelas proje¢cdes dos seus pontos extremos.

Vamos considerar primeiro um segmento de reta [AB] definido pelos seus extremos A3, 3, 1)
e B(_1, 1 4 conforme se representa na figura 1.52.

0 1m
UA=1m

IO
X [

A1
Fig. 1.52. Representagdo de um segmento de reta em DPO dadas as coordenadas dos seus extremos.

Como as distancias dos pontos A e B ao plano frontal de projegdo nao sao iguais, também nao
sdo iguais as distancias ao plano horizontal de projecdo nem ao plano coordenado yz, entdo o
segmento [AB] é obliquo. Se a cota fosse constante, entdo o segmento seria horizontal
(paralelo ao plano xy) e a projegdo [A, B, ] seria paralela ao eixo x. Se o afastamento fosse
constante, entdo o segmento seria frontal (paralelo ao plano zx), e a projegéo [A1B1] seria
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paralela ao eixo x. Se tanto a cota como o afastamento fossem constantes, entdo o segmento
seria fronto-horizontal (simultaneamente paralelo aos planos xy e zx).

Se as abcissas dos pontos A e B fossem iguais, entdo o segmento seria de perfil (paralelo ao
plano yz) e as suas projecdes fazem 90° com o eixo x. Se as projegdes horizontais dos pontos
A e B fossem coincidentes, isto €, A; = B4, 0 segmento seria vertical, isto &, a projecao
horizontal do segmento reduzir-se-ia a um ponto. E se fossem coincidentes as proje¢cdes
frontais dos pontos A e B, isto €, A, = B,, o0 segmento seria de topo, isto €, a projegéo frontal
do segmento reduzir-se-ia a um ponto.

Atividade proposta:

Sugere-se o exercicio de alterar as coordenadas dos pontos A e B de modo a obter todas as
situagdes aqui indicadas. Considere ainda casos em que o segmento fique contido nos
planos de projecéo. Adicionalmente, considere situagdes em que os dois pontos ndo
estejam no mesmo quadrante.

Representacao e analise dareta

Uma reta fica definida pelas proje¢cdes de quaisquer dois dos seus pontos. A diferengca em
relacdo ao caso do segmento de reta € que a reta pode ser estendida tanto quanto se queira.
Considerando os mesmos pontos do exemplo anterior fica definida uma reta a obliqua.
Normalmente, na resolugcao de problemas de geometria descritiva podem usar-se muitas retas
que, desempenham em geral o papel de linhas auxiliares. Porém, se o objetivo final for a
representagcado de uma reta especifica pode ser importante representa-la consoante a sua
visibilidade. Assim, por convengéo considera-se visivel em projegéao frontal os trogos da reta
que se situem no 1° e no 4° quadrantes, e considera-se visivel em projecao horizontal os trogos
da reta que se situem no 1° e 2° quadrantes. Esta convencao é util numa fase inicial, em que se
estuda o percurso da reta, porque permite ler cada uma das proje¢cdes e perceber de imediato,
em cada projecao, quando é que a reta atravessa de um semi-espaco visivel para um semi-
espaco invisivel. Isto significa convencionar que os planos de projecédo séo opacos. E claro que
qualquer outra convengao é valida desde que seja clara no espirito de quem executa os
desenhos. Posteriormente, ignoraremos esta convencao e consideraremos que os planos de
projecao nao sao opacos. Para se poder estabelecer esta representacao grafica, é necessario
determinar os pontos de intersecédo da reta com os planos coordenados xy e zx. Estes pontos
recebem a designacgéo de trago horizontal da reta, notado com H, e traco frontal da reta,
notado com F,, respetivamente. E 6bvio que o traco horizontal da reta é o seu ponto de cota 0 e
por isso determina-se a partir da intersecao da projecao frontal da reta com o eixo x. De igual
modo, 6bvio que o trago frontal da reta € o seu ponto de afastamento 0 e por isso determina-se
a partir da intersecéo da projec¢éo horizontal da reta com o eixo x (figura 1.53). Vemos ainda que
a projecao frontal da reta define, com o eixo x, um angulo «. Este angulo é medido no
semiplano frontal superior. De um angulo & como o da figura, diz-se que a reta tem abertura
para a direita. Do mesmo modo, a projecao horizontal da reta define, com o eixo x, um &ngulo
@. Este dngulo é medido no semiplano horizontal anterior. De um é&ngulo ¢ como o da figura,
diz-se que a reta tem abertura para a esquerda. Podem ainda determinar-se os pontos de
intersecdo com os bissetores (ndo representados na figura). O ponto de intersecao da reta com
o bissetor dos quadrantes pares, 54, € sempre um ponto afastamento e cota simétricos (um
positivo e outro negativo). Por essa razao, fica graficamente determinado na intersegao das
projecoes frontal e horizontal da reta (caso as duas projegdes do eixo x sejam coincidentes).
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Logicamente, se as duas projec¢des da reta forem graficamente paralelas, isto significa que a
reta € paralela ao plano bissetor dos quadrantes pares.

0 m
UA=1m

Fig. 1.53. Representagdo de uma reta em DPO e determinagao dos seus tragos nos planos xy e zx.

E se forem coincidentes, a reta esta contida no bissetor dos quadrantes pares. De modo
idéntico, o ponto de intersegao da reta com o bissetor dos quadrantes impares, 13, € sempre
um ponto afastamento e cota iguais (ambos positivos ou ambos negativos). Por essa razédo as
suas projecbes sao simétricas em relagcao ao eixo x (caso as duas projegdes do eixo x sejam
coincidentes). A sua determinacao grafica é simples. Por exemplo basta conduzir, pelo ponto
H,,, uma reta auxiliar simétrica da projegao a, relativamente ao eixo x (caso as duas projegoes
do eixo x sejam coincidentes). Quando esta reta simétrica intersetar ao projegéo a, determina-
se a projecao horizontal do ponto pretendido. E desta, a outra projecao determina-se de modo
imediato. Daqui resulta que se as diregcdes das duas projecdes da reta a forem simétricas em
relacdo ao eixo x (caso as duas projecoes do eixo x sejam coincidentes), a reta é paralela ao
plano bissetor dos quadrantes impares. E se, para além disso, as duas projecdes da reta a se
intersetarem no eixo x (caso as duas projecdes do eixo x sejam coincidentes), entdo a reta esta
contida no plano bissetor dos quadrantes impares.

Atividade proposta:

Como exercicio sugere-se a representagao dos varios tipos de retas notando a as suas
visibilidades e invisibilidades, e determinando, quando existirem, os seus tragcos nos planos
de projecédo e nos planos bissetores. Note-se que as retas podem ser definidas por dois
pontos ou por um ponto e pelas dire¢des das projegdes, ou qualquer outra combinacéo de
dados que permita definir a reta ou suas projegdes. No caso da reta de perfil podera ser
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necessario adotar algum dos métodos auxiliares da representagao que iremos aplicar mais
adiante.

Desenvolva também o exercicio considerando disposi¢gdes do sistema em que as duas
projecdes do eixo x ndo sao coincidentes. Nestes casos tera de proceder a algumas
adaptacoes dos tracados para obter os resultados pretendidos.

Representacao e analise do plano

Um plano fica definido dados trés pontos, um ponto e uma reta, duas retas concorrentes ou
paralelas, um ponto e duas dire¢cdes, ou uma reta e uma diregdo. Todas estas possibilidades
séo, de alguma forma, equivalentes. Por isso iremos considerar apenas 0 caso em que um
plano & é dado por trés pontos 4, B e C. E ébvio que esta definicao é equivalente a definir o
plano através de duas retas concorrentes ou paralelas. Sejam A e B os mesmos pontos do caso
anterior e acrescentem-se as coordenadas (1,1, 1) do ponto €. Os pontos A e B definem uma
reta a, e os pontos B e C definem uma reta b. Estudar o plano é uma extensao do estudo da
reta. Da mesma forma que, no caso da reta, determindmos os seus tragos nos planos xy e zx,
também no caso do plano vamos determinar as retas de intersegdo com estes mesmos planos
coordenados. Chama-se trago horizontal do plano a reta h de intersegdo com o plano xy, e
traco frontal a reta f de intersegdo com o plano zx. E 6bvio que a reta h é uma reta horizontal
de cota 0 do plano e que areta f é uma reta frontal de afastamento 0 do plano. E por isso,
essas duas retas, se se intersetarem, fazem-no no eixo x. Também pode dar-se o caso dessas
retas coincidirem com o eixo x, situagcdo em que o plano contém esse eixo. No caso em apreco,
areta b é uma reta frontal. Uma vez determinado o seu trago horizontal, o ponto Hy, o trago
horizontal do plano § define-se unindo os pontos H, e Hj,. Mas, para nao sobrecarregar a
notacéo, ndo se indica a projecéo frontal deste traco (que fica coincidente com o eixo x),
ficando no desenho apenas a sua projegéo horizontal dada pela reta hs. Como a o trago hg
interseta o eixo x, esse ponto é comum ao trago frontal f5 que passa também pelo ponto F,. Do
mesmo modo, para ndo sobrecarregar a notagéo, ndo se indica a projegéo horizontal deste
tragco (que fica coincidente com o eixo x), ficando no desenho apenas a sua projecao frontal
dada pelareta f 5 (figura 1.54).

Repare-se ainda que o trago frontal f5 é paralelo a reta b, isto porque apenas had uma diregéo
de retas frontais em cada plano. Da mesma forma, o trago horizontal hg é paralelo a todas as
retas horizontais do plano.

Sendo os tragos do plano retas concorrentes que também podem definir o plano, é possivel
especificar a orientacdo do plano através das direcdes os seus tracos, horizontal e frontal,
dadas pelos dngulos que formam com o eixo X, isto é, os angulos @ e a, respetivamente.

A semelhancga das retas, pode determinar-se a intersegao do plano 8 com os planos bissetores.
Do que atras foi dito, a reta de intersegéo do plano 6 com o plano bissetor dos quadrantes
impares, 813, € a reta do plano que tem projegcdes simétricas em relagéo ao eixo x (caso as
duas projecdes do eixo x sejam coincidentes). Fica definida pelo ponto comum aos dois tragos
nos planos xy e zx (caso exista) e por um qualquer ponto de uma reta do plano pertencente
aquele bissetor. Areta de intersegao do plano § com o plano bissetor dos quadrantes pares,
B24, € areta do plano que tem projecodes graficamente coincidentes. Fica definida pelo ponto
comum aos dois tragos nos planos xy e zx (caso exista) e por um qualquer ponto de uma reta
do plano pertencente aquele bissetor.
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Um plano com os tragos simétricos em relacéo ao eixo x (caso as duas projecdes do eixo x
sejam coincidentes) é perpendicular ao plano bissetores dos quadrantes impares, 813, € um
plano com os tragos graficamente coincidentes (caso as duas projegcdes do eixo x sejam
coincidentes), é perpendicular ao plano bissetores dos quadrantes pares, $4. Excetuam-se
destas consideracdes os planos que tém os dois tragos coincidentes com o €ixo x e que
apenas verificam estas propriedades se forem eles proprios os planos bissetores. E também os
planos de perfil que sdo simultaneamente perpendiculares aos dois planos bissetores.
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Fig. 1.54. Representagdo de um plano em DPO e determinagéo dos seus tragos nos planos xy e zx.

Atividade proposta:

Como exercicio sugere-se a representacao dos varios tipos de planos determinando, quando
existirem, os seus tragos nos planos de projecao e nos planos bissetores.

Desenvolva também o exercicio considerando disposi¢gdes do sistema em que as duas
projecOes do eixo x ndo sao coincidentes. Nestes casos tera de proceder a algumas
adaptacdes dos tragcados para obter os resultados pretendidos.

Operacgoes relacionadas com o ponto, a reta e plano

Neste ponto iremos abordar varios tipos de operacdes e problemas relacionados com as
figuras cuja representacéo temos vindo a estudar. E agora a oportunidade para invocar os
métodos auxiliares da representagao e introduzir a MPO ou o sistema cotado.
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Relacbes de pertenca

Um ponto P apenas pertence a uma reta a se as suas projecoes pertencerem as projecoes
homoélogas da reta, isto é, se P4 pertencer a4, P, pertencer a a,, P3 pertencer a ag, etc. Em
geral, duas projecoes sao suficientes para verificar a pertenga, mas no caso da reta de perfil,
definida pelos pontos 4 e B, apenas as proje¢des nos planos xy e zx, ndo permitem a
verificagao direta da incidéncia entre o ponto P e a reta a (figura 1.55).
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Fig. 1.55. Representagdo de uma reta de perfil em DPO definida pelos pontos 4 e B. O ponto P pertence ou néo a reta p?

Neste caso, para verificar se a pertenga ocorre ou ndo torna-se necessario recorrer a um
método auxiliar da representacao.

Assim, para verificar se o ponto P pertence ou ndo a reta p optou-se por construir uma nova
projecéo. Para o efeito considera-se um reposicionamento do sistema de coordenadas (figura
1.56). Este reposicionamento pode ser qualquer desde que garanta uma nova projecao da reta
p néo coincidente com as anteriores. Neste caso, o reposicionamento pressupde que o novo
plano horizontal x’y’ coincide com o plano horizontal xy. Assim, as cotas dos pontos no
primeiro sistema de coordenadas sao iguais as cotas dos pontos no novo sistema de
coordenadas. E as proje¢des horizontais no plano xy coincidem com as proje¢des horizontais
no plano x’y’. Deste modo, construidas as novas projegdes da reta p e do ponto P no plano z'x’
verifica-se que o ponto P nao pertence areta p.

Também tinha sido possivel considerar que o reposicionamento do sistema de coordenadas
era feito deixando o plano z’x’ coincidente com o plano zx. Neste caso seriam os afastamentos
dos pontos que permaneceriam invariaveis nos dois sistemas de coordenadas bem como as
projecdes frontais.
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Note-se que, uma vez que as projegdes no plano xy coincidem com as projegdes no plano x’y’,
na pratica passamos a ter uma representagao com trés projegoes. Isto €, em termos praticos, o
que fizemos foi introduzir a MPO.

Se considerarmos o par de projegcdes 1’ e 2°, areta p passou de perfil (no primeiro sistema de
coordenadas) para obliqua (no segunda sistema de coordenadas). Uma vez que as projegoes
de indice 1’ coincidem com as projegoes de indice 1, por vezes aquelas omitem-se. Faz-se isso
quando dai ndo resultam ambiguidades na representagao. Mas em boa verdade, as projegcoes
devem ler-se aos pares para evitar ambiguidades.
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Fig. 1.56. Verificagao de que ponto P nao pertence a reta p através de uma mudancga do plano de projegéo.

Esta questdo também pode ser resolvida através de uma rotagao. Na figura 1.57 propde-se a
rotacdo da reta p e do ponto P em torno de um eixo e perpendicular ao plano zx. Neste
movimento, os pontos A, B e P descrevem arcos contidos em planos paralelos ao plano zx,
isto é, contidos em planos frontais. Assim, a projegao frontal de cada um destes arcos preserva
a dimenséo e corresponde a um arco com centro em (e),. A projegao horizontal de cada um
dos arcos fica paralela a x e perpendicular a e;. Aqui a rotagdo apenas serve para colocar a
reta p numa posicdo qualquer em que as duas projegdes ficam graficamente distintas. No caso
optou-se por colocar a reta pg na posi¢gado horizontal, mas qualquer outra (com a excec¢ao da
posicao de perfil) serviria o propdsito de mostrar que Pgq ndo pertence a pgq € que, porisso, o
ponto P ndo pertence a reta p. Como a rotagéo colocou a reta p de perfil na posicao pg
horizontal, e como o eixo e é perpendicular ao plano zx, a amplitude da rotagao foi de 90°, isto
é, todos os pontos descreveram um arco de 90° em torno do eixo e. A forma pratica de
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proceder a rotagao foi partir da rotagao do ponto da reta p mais préximo do eixo, isto €, o ponto
I (apenas notado na projecao frontal).

Teria sido possivel escolher outra diregao para o eixo da rotagao, por exemplo vertical.

Conhecendo os valores das coordenadas dos pontos A, B e P é possivel verificar
analiticamente se o ponto pertence ou ndo areta. Mas, em geometria descritiva, em geral
segue-se 0 caminho da construgao grafica. Porém, se esta nado permitir ter a certeza do
resultado, podera ser necessaria a abordagem analitica.
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Fig. 1.57. Verificagado de que ponto P nao pertence a reta p através de uma rotagdo em torno de um eixo e de topo.

Um ponto pertence a um plano se pertencer a uma reta contida no plano. Assim, construir as
projecdes de um ponto que pertence a um plano significa construir as projegdes de um ponto
que pertence a uma reta contida no plano.

Uma reta esta contida num plano se passar, pelo menos, por dois pontos do plano.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se o exercicio de representacdo de pontos contidos em retas, e retas
contidas em planos. Deste modo é possivel entender que tipos de retas estdo contidos em
cada tipo de planos. E devera tornar-se evidente que, se uma reta esta contida num plano, os
seus tragos nos planos de projecéo e nos planos bissetores estdo contidos nos tragos
homoélogos do plano. Sugere-se ainda a exploragdo dos métodos auxiliares da
representagao, em particular a mudanca do plano de projecao (reorientacdo do referencial) e
arotacdo, de modo a transformar um tipo de retas noutro tipo de retas, e um tipo de planos
noutro tipo de planos.
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Paralelismo e perpendicularidade

Nesta secgéao ira colocar-se em pratica a representacao grafica das relagdes de paralelismo e
perpendicularidade entre retas e entre retas e planos que ja abordamos anteriormente.

Conducgao de uma reta paralela a uma reta dada

Dada uma reta a, conduzir por um ponto P dado uma reta b paralela a reta a significa conduzir
por P a projegdo b4 |l a4, por P, a projegéo b, || a,, por P53 a projecéo bz || asz, etc. Excetua-se
0 caso em que a reta a é de perfil. Nesse caso ndo é suficiente conduzir b4 e b,, que ficam
coincidentes, e por isso ndo chegam para definir a reta b. Sera necessario identificar mais um
ponto dareta b, o que pode ser feito em termos muito semelhantes ao descrito nas figuras 1.56
e 1.57.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se conduzir retas paralelas aos varios tipos de reta.

Conducao de uma reta paralela a um plano dado e vice-versa

Conduzir, por um ponto P dado, uma reta a paralela a um plano a dado reduz-se a conduzir
uma reta paralela a uma reta contida no plano a. Ao contrario da situagéao anterior, se o plano a
dado for de perfil isso ndo introduz qualquer limitagdo. Em todos os casos, é facil perceber que
pelo ponto P dado pode-se conduzir uma infinidade de retas paralelas ao plano dado. E o lugar
geomeétrico dessas retas € o plano passante pelo ponto P paralelo ao plano a dado. A
resolucdo do problema inverso ndo oferece dificuldades. Basta que o plano contenha uma reta
paralela a reta dada.

Atividade proposta:
Como pratica sugere-se conduzir varias tipos de retas paralelas aos varios tipos de planos.

Sugere-se a inda o exercicio inverso, conduzir varios tipos de planos paralelos aos varios
tipos de retas.

Condugéao de um plano paralelo a um plano dado

Conduzir, por um ponto P dado, um plano 1 paralelo a um plano a dado, consiste em conduzir
duas retas concorrentes s e t, respetivamente paralelas a duas retas concorrentes a e b,
contidas no plano a dado. Estas duas retas s e t definem um plano que deve conter o ponto P
dado, o que é facilmente conseguido se uma delas contiver o ponto P.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se conduzir planos paralelos aos varios tipos de planos.

Conducéo de uma reta perpendicular a um plano dado e vice-versa

Dado um plano a, uma reta p perpendicular ao plano, conduzida por um ponto P dado, tera a
sua projecao horizontal p4 perpendicular a projegao horizontal de qualquer reta de nivel do
plano. E tera a sua projecao frontal p, perpendicular a projecao frontal de qualquer reta frontal
do plano. No caso do plano a ser de rampa estas duas condigdes ndo chegam. Para que a reta
figue definida é necessario determinar as projegdes de um ponto Q pertencente a reta que
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permita resolver a sua diregao. Isso pode ser feito com qualquer um dos métodos auxiliares. No
exemplo da figura 1.58 consideramos o rebatimento.

Como o plano a dado é de rampa, sabe-se que a reta p € de perfil, o que permite o tragado das
suas projecgdes de forma imediata, perpendicularmente ao eixo x. De seguida considera-se um
plano 1t de perfil auxiliar. Este plano contém a reta p, € perpendicular ao plano «a, € interseta-o
segundo uma reta i. As retas p e i sdo perpendiculares entre si num ponto Q. Logo, os pontos P
e Q definem a reta p sem ambiguidades. Em termos praticos considerou-se o rebatimento do
plano 1t para o plano zx, em torno do seu trago frontal, a reta f ;. Este rebatimento permitiu
resolver a perpendicularidade entre as retas p e i e consequentemente a perpendicularidade
entre a reta p e o plano a. Como o rebatimento foi feito para um plano de projegéo, neste caso
o plano zx, a projegao horizontal da reta ig fica coincidente com o eixo x (e por isso nédo se
identifica para evitar excesso de notacdo). Apenas se representa a projecéo frontal destareta e,
por essa razéo, prescinde-se do indice 2 associado a sua representagao. Com efeito, um
critério semelhante aplica-se ao eixos coordenados € a origem 0. Se aplicassemos a notagao
de forma exaustiva deveriamos escrever X1 = x,. Mas ndo o fazemos e escrevemos apenas X.

Q 1cm
UA: 1CI'T'I fTrEhnEi1EiZE1TREp1 Epz
P 2 PR Pr
f, Fo=Fr
X f .
/ [
// ..‘l
Q,| I
// ’/
Pl 4
h H

Fig. 1.58. Condugéo, por um ponto P dado, uma reta p perpendicular a um plano a de rampa dado.

A condugéo de um plano a perpendicular a uma reta p dada nao difere muito do que j4 foi
exposto. Se o plano estiver condicionado a incidir um ponto @Q, a resolugao da questio pode
passar pela conducéo de um par de retas a e b pelo ponto Q, ambas ortogonais a reta dada, o
que se consegue facilmente se as retas a e b forem uma horizontal e a outra frontal,
respetivamente. Neste caso a reta a4 é perpendicular a reta p; e a reta b, é perpendicular a
reta p,. As retas a e b definem o plano a. De modo analogo ao caso anterior, se a reta p for de
perfil, sera necessario utilizar um método auxiliar da representagao para resolver a questao.
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Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a condugéao de retas perpendiculares aos varios tipos de planos. No
caso do plano de rampa sugere-se a resolugao através dos trés métodos auxiliares.

Aborde também o problema inverso, isto €, a condugao de planos perpendiculares aos varios
tipos de retas. No caso da reta de perfil sugere-se a resolugao através dos trés métodos
auxiliares.

Conducgéo de um plano perpendicular a um plano dad9

Conduzir, por um ponto P, um plano it perpendicular a um plano a dado é um exercicio
relativamente trivial. Conduzida por P uma reta p perpendicular ao plano «, qualquer plano i
passante pela reta p é perpendicular ao plano dado a. Como € 6bvio, existe uma infinidade de
solugdes para este problema. No caso de o plano estar sujeito a passar porumareta s, o
problema resolve-se conduzindo uma reta p perpendicular ao plano a por um ponto qualquer
dareta s. As retas s e p definem o plano pretendido.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a conducao de varios planos perpendiculares relativamente aos
varios tipos de planos.

Intersecdes

A determinacao grafica de intersecdes entre dois planos, e entre uma reta e um plano, sao
operagodes fundamentais em geometria descritiva. Sobre estas operagdes fundam-se quase
todos os tragados em operagdes mais complexas, como é o caso da determinagéo de secgdes
planas, truncagens, intersecdes entre superficies, e outros.

Intersecéo entre dois planos

Considerem-se dois planos, um plano a definido por trés pontos A, Be C, e um plano 8
definido por uma reta d de maior declive relativamente ao plano xy (figura 1.59).

d,

c,

Fig. 1.59. Dois planos definidos em DPO. Plano a definido pelos pontos 4, B e C, e plano 8 definido por uma reta d de maior declive
relativamente ao plano xy.
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Determinar a reta i de intersecéo entre os dois planos implica determinar dois pontos, I e J,
comuns aos dois planos. Cada um desses pontos é determinado através da intersegao entre
duas retas concorrentes, uma contida no plano a e outra contida no plano B. Cada par de retas
concorrentes nestas condigdes define um plano auxiliar que interseta os planos a e 8.

Nao ha um critério Unico para a escolha destes planos auxiliares. Podem ser os planos
coordenados, ou podem ser quaisquer outros planos que se mostrem convenientes.

Na resolugdo que propomos, os dois planos auxiliares utilizados sdo o plano xy e um plano
horizontal passante pelo ponto 4 (figura 1.60).

Fig. 1.60. Determinagao da reta i de intersegao entre os planos a e 8.

Comecamos por determinar as retas de interse¢éo dos dois planos com o plano xy, isto €, os
tragos horizontais dos planos «a e B. Determinou-se o trago horizontal da reta d, isto é, o ponto
H 4, pelo qual passa o trago horizontal do plano B, isto &, a reta hg. Como sabemos que areta d
é uma reta de maior declive, entao a direcao do traco horizontal também é conhecida por estar
a90° com a projecao d4. Como o ponto C tem cota 0, entédo o trago horizontal do plano a
passa pelo ponto C. Para o tragarmos precisamos determinar mais um ponto. Para o efeito
considerdamos o ponto H,, trago horizontal da reta a definida pelos pontos 4 e B. O trago
horizontal do plano a, isto &, a reta h,, fica definido pelos pontos H, e C. O ponto I, que
pertence areta i pretendida, é o ponto de intersegéo entre as retas h, e hp. Neste caso
particular, o ponto I é o trago horizontal da reta i.

De seguida consideramos o segundo plano auxiliar, o plano i horizontal passante pelo ponto A.
Por ser horizontal, este plano interseta os dois planos a e f# segundo retas horizontais e, por
isso, paralelas aos tragos horizontais destes planos. Assim, a reta s, de intersecdo entre o
plano 1t e o plano «a é paralela ao trago h,. E areta t, de intersegéo entre o plano e o plano 8
é paralela ao trago hB' As suas retas, s e t, intersetam-se no ponto J, que pertence areta i.
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Por fim, constroem-se as projecdes da reta i unindo as projegcdes homologas dos pontos I e .

Existe uma infinidade de configuragdes possiveis para dispor um par de planos e determinar a
suareta de intersecao.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a combinacgao entre tipos de planos. Como ha sete orientacdes de
planos relativamente aos trés planos coordenados, existem 28 formas possiveis de combinar
dois planos do mesmo tipo ou tipos diferentes. E cada um dos planos, em cada uma das 28
combinagodes, pode ser definido de modos muito diversos. Assim, a pratica que se pode
desenvolver com este problema é extramente rica e variada.

Intersecdo entre uma reta e um plano

A determinagao da intersegao entre uma reta s e um plano 8 consiste na determinagéao do
ponto I comum areta e ao plano. Aresolucao deste problema passa pela conducao de um
plano auxiliar p passante pela reta s, pela determinagao da reta i de intersegdo entre os planos
B e p, e finalmente pela determinacgéao do ponto I pretendido através da intersegéo entre as
retas s e i. Assim, em termos praticos, a determinagéo da intersegao entre uma reta e um plano
implica sempre a determinacgéao da intersecao entre dois planos. Por isso, este problema esta
contido no problema tratado anteriormente.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a determinacao de intersegdes entre os varios tipos de retas e os
varios tipos de planos. Como existem sete tipos de retas e sete tipos de planos, existem 49
formas possiveis de combinar tipos de retas e tipos de planos. Por isso este problema é de
grande riqueza e variedade.

Distancias e angulos

Mais que a resolucao pratica de problemas envolvendo a determinagao de dngulos e
distancias, interessa-nos a oportunidade para raciocinar sobre as relagdes espaciais que
podem estabelecer entre si pontos, retas e planos. O entendimento destas relagdes
desenvolve a capacidade mental de raciocinar sobre o espaco e tem aplicacao direta, por
exemplo, no uso mais eficiente de ferramentas de modelagdo geométrica digital. Tantas e
tantas vezes, uma dificuldade de modelagao de uma figura é o reflexo de uma incapacidade de
entender relacdes espaciais. E facto que o tratamento destas questdes através dos métodos
tradicionais da geometria descritiva pode parecer, e ser, por vezes penoso. Mas o beneficio que
dai se recolhe compensa o esforgo.

Nos exemplos que se seguem iremos colocar os dados em DPO ou sistema cotado de forma
indiferenciada. Interessa-nos sublinhar que isso é absolutamente indiferente para o que,
espacialmente e visualmente é necessario invocar.

Determinacéao da distancia entre dois pontos

A determinacao da distancia entre dois pontos A e B pode ser determinada analiticamente a
partir das suas coordenadas por aplicacdo do teorema de Pitagoras. A determinacgéo grafica
implica a colocagéo do segmento [AB] numa posigao paralela a um dos planos de projegéo, o
que pode ser feito aplicando um dos métodos auxiliares da representagao. No exemplo da
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figura seguinte, sdo dadas as projegdes ortogonais dos pontos 4 e B no plano xy, e as suas
cotas. A distdncia horizontal (DH) entre os pontos é 3. 9cm. A determinacgdo da verdadeira
grandeza distancia entre os dois pontos foi obtida através do rebatimento do plano vertical ™
passante pelo segmento [AB]. Tomou-se por charneira o trago horizontal plano m. No
movimento de rebatimento, os pontos 4 e B descreveram arcos contidos em planos
perpendiculares a charneira, representados no desenho pelas retas perpendiculares a h,
passantes pelas projegdes horizontais dos pontos A e B. Neste caso, os comprimentos dos
arcos do rebatimento sao iguais as cotas dos pontos. Assim, marcando sobre aquelas
perpendiculares a h,; os comprimentos correspondentes as cotas, a partir das projegdes
horizontais de A e B, determinam-se os pontos Ay e By, respetivamente, ambos a cota 0. A

verdadeira grandeza do segmento [AB] é dada pelo comprimento AgBp.

(2)

oX YN
0 1cm )

UA =1cm

o(h)=E(hR)

V.G.=4.5cm

Fig. 1.61. Determinagao da verdadeira grandeza de uma segmento [AB] dado no sistema cotado.

Note-se a resolugéo poderia ser exatamente a mesma se o segmento [AB] fosse dado em DPO.
Nesse caso, as cotas dos pontos A e B estariam dadas pelas distancias entre as suas
projecdes frontais e a projecéao frontal do eixo x. Observe que se o segmento definido pelo par
de pontos for paralelo a um plano de projegéo, a sua projecéo nesse plano apresenta a
verdadeira grandeza do segmento. Nos casos em que isso nao acontece, é necessario aplicar
um dos métodos auxiliares da representacao.

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se dispor varios pares de pontos no sistema cotado ou em DPO.

Determinacao da distancia entre um ponto e um plano

Determinar a distancia entre um ponto P e um plano f implica conduzir pelo ponto P uma reta
p perpendicular ao plano B, determinar o seu pé, I, nesse plano e, por fim, determinar a
verdadeira grandeza do segmento [PI]. Na figura abaixo, o plano # fica definido pelos pontos
Aws, 4, 5) Bas, 1, 15 €C(, 1, 4), dados no sistema cotado. Sdo também dadas as
coordenadas (6, 2.5, 5) do ponto P.

Areta p tera a sua projecao horizontal perpendicular as projegdes horizontais das retas
horizontais do plano . Determinado o ponto R, a cota 4, pertencente a reta AB, este ponto
define, com o ponto €, uma reta horizontal do plano 8, a cota 4cm. Note-se que, determinar o
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ponto R implica dividir o segmento [AB] proporcionalmente a diferenca de cotas entre estes
dois pontos. Na pratica, procedeu-se a graduagao da reta AB entre os pontos A e B. Conduzida
a projecao horizontal da reta p, simplesmente notada por p (note-se que neste caso, como 0s
pontos foram dados no sistema cotado, nao estamos a utilizar o indice 1 a seguir aos
elementos para notar a projecao horizontal), perpendicular a projecéo horizontal da reta de
cota 4cm do plano B, ficdmos a conhecer a orientagdo em que devemos colocar o novo
sistema de referéncia para obter uma projecdo em que a perpendicularidade entre aretap e o
plano B se possa construir diretamente.

=]

1cm o X

UA =1cm o N

oY

Fig. 1.62. Determinagao da verdadeira grandeza da distancia entre um ponto P e um plano f.

O novo sistema de referéncia foi posicionado de modo a que a reta p fique paralela ao plano
z'x’ e o plano B fique projetante. Representando a nova projegao frontal dos pontos P, B, C e R,
a projecado p, fica perpendicular a reta B,/ C,/ no ponto I,/. Nesta projecéo é possivel medir a
cota do ponto I que deve ser aposta a sua projecgao horizontal. Também nesta projegao fica a
verdadeira grandeza da distancia do ponto P ao plano 8 dada pelo comprimento m

Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a resolugao deste problema para os varios tipos de planos, que
podem ser definidos de formas variadas.
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Determinacéao da distancia entre duas retas enviesadas entre si

Sejam dadas duas retas a e b, enviesadas entre si, em DPO (figura 1.63). E sabido que a
distancia entre duas retas a e b é dada pelo comprimento de um segmento de reta contido na
reta simultaneamente perpendicular as retas a e b. Sejam J e I os pontos de intersegcéo dessa
reta com as retas a e b, respetivamente. A verdadeira grandeza da distancia entre asretasae b
¢é dada pelo comprimento do segmento do segmento [JI]. Graficamente isto implica colocar
este segmento paralelo a um plano de projecao. A projecao nesse plano fica representada em
verdadeira grandeza.

Fig. 1.63. Determinacgéo da verdadeira grandeza da distancia entre duas retas a e b.

Como a diregéo da reta I é ortogonal as diregdes das retas a e b, comegamos por definir um
plano «a auxiliar cuja orientagao contém as diregdes das retas a e b, e que, por isso, sera
perpendicular a reta IJ. Para o efeito, conduzimos, por um ponto P qualquer da reta a, uma reta
b’ paralela areta b. As retas a e b’ definem o plano a auxiliar. A distanciaentrearetabe o
plano a auxiliar é constante, porque a reta é paralela ao plano. Conduzimos agora um plano f3,
paralelo ao plano a, pela reta b. E de seguida projetamos a reta a ortogonalmente neste plano
dando origem areta a@’, o que fizemos através da reta PQ perpendicular aos planos a e f§. Areta
a’ passa pelo ponto Q. Areta a’ interseta a reta B no ponto I, um dos pontos pretendidos. O
outro ponto obtém-se conduzindo a reta IJ paralela a reta PQ. Areta I] interseta areta a no
outro ponto pretendido, o ponto J. Em termos praticos utilizamos uma mudancga do sistema de
referéncia que tornou os planos a e B projetantes e as retas PQ e I] paralelas ao novo plano
frontal de projecdo. Assim, a verdadeira grandeza do segmento [IJ] mede-se nessa nova
projecao frontal e é dada por]zr—lzr.
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Atividade proposta:

Como ha sete tipos de retas, ha 28 combinagdes de duas retas de tipos diferentes ou do
mesmo tipo. Com exercicio pratico, determine a distancia entre duas retas explorando estas
combinacgoes.

Determinacéao da distancia entre dois planos paralelos entre si

A distancia entre dois planos 8 e @ paralelos entre si é dada pelo comprimento de qualquer
segmento de reta [IJ] contido numa reta p simultaneamente perpendicular aos dois, sendo os
pontos I e J os pés dessa perpendicular nesses planos, respetivamente. Assim a resolugao do
problema passa por conduzir a reta p, determinar os pontos I e J, e por fim, colocar os
segmento [IJ] em verdadeira grandeza (figura 1.64).

Fig. 1.64. Determinagao da verdadeira grandeza da distancia entre dois planos 8 e 8 dados pelos seus tragos nos planos xy e zx.

Como a reta p deve ser perpendicular a ambos os planos, e estes estdo dados pelos seus
tragos nos planos xy e zx, temos que p1€ perpendicular a hg e hg e p, é perpendiculara fg e
fﬁ. Para determinar a intersecéo da reta p com os planos dados, conduziu-se um plano
vertical passante pela reta. Este plano interseta os planos 8 e 8 segundo asretasiej,
respetivamente (os tragos destas retas nos planos xy e zx nao estdo notados no desenho). Por
suavez, asretasi e j intersetam a reta p segundo os pontos I e J, respetivamente. Para colocar
o segmento [IJ] em verdadeira grandeza considerou-se o rebatimento do plano m, para o plano
xy, em torno do seu do seu trago horizontal. Deste modo determinou-se o segmento [IpJg]
cujo comprimento corresponde a verdadeira grandeza da distancia entre os dois planos dados.
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Atividade proposta:

Como pratica sugere-se a resolugéo deste problema considerando os varios tipos de planos.
Note que em alguns casos a distancia entre os dois planos pode obter-se diretamente numa
das projecdes.

Determinacdo da inclinagéo relativa entre duas retas concorrentes ou
enviesadas entre si

Se forem dadas duas retas a e b enviesadas entre si, a inclinagao relativa entre elas é dada por
um dos menores angulos que uma delas pode formar com uma reta concorrente paralela a
outra. Assim, verifica-se que o problema se reduz sempre a determinar a inclinagéo entre duas
retas concorrentes. Sejam entao dadas duas retas c e d concorrentes entre si num ponto P. Na
figura 1.65 estas retas sao dadas no sistema cotado. Areta ¢ é definida pelos pontos Pe Q, e a
reta d é definida pelos pontos P e R. Note-se que, como os dados estao colocados no sistema
cotado, embora ndo nos interesse a unidade de trabalho (pode ser centimetro, metro, etc), é
preciso declarar graficamente a unidade de altura para dar significado aos numeros que
representam as cotas dos pontos. Assim, a solugao a esta questao assume um caracter geral.
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Fig. 1.65. Determinagéo da verdadeira grandeza do angulo formado por duas retas ¢ e d concorrentes.

Como as retas c e d sdo concorrentes, a inclinacéo entre elas pode ser medida no plano por
elas definido. Para o efeito consideramos a operacéo de rebatimento do plano c¢d em torno da
sua reta n horizontal a cota 3 definida por dois pontos, um pertencente a reta ¢ e outro
pertencente areta d. Para determinarmos esses pontos (ndo notados no desenho)
consideramos as projegdes ortogonais das retas ¢ e d no plano yz. Nessa projegao
construimos os dois pontos a cota 3 referidos. Depois de os ter nessa projegao, construimos as
suas projegdes no plano xy. No movimento de rebatimento do plano cd, os pontos contidos na
reta n sao fixos, e o ponto P descreve um arco contido num plano i perpendicular a reta n, isto
é, perpendicular a charneira. Como a charneira é horizontal, o plano m € vertical. O plano
interseta a charneira n no ponto I, centro do arco do rebatimento do ponto P. A verdadeira
grandeza do raio do arco do rebatimento do ponto P é a hipotenusa [PI] do tridngulo retangulo
[PIU]. Para determinar a verdadeira grandeza desta hipotenusa considerou-o o rebatimento do
plano 1 para o plano horizontal a cota 3, em torno da sua reta horizontal m a cota 3. Deste
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modo ficou determinado m gue permite obter, por rotagéo, o ponto Py a cota 3. Unindo o
ponto P aos pontos fixos das retas c e d, determinam-se as retas cg e dp, isto é, asretasce d
rebatidas a cota 3. Como as retas ¢y e dg estado contidas num plano horizontal, a inclinagao
que formam entre si apresenta-se em verdadeira grandeza na projegcédo horizontal.

Atividade proposta:

Como ha sete tipos de retas, ha 28 combinagdes possiveis de duas retas do mesmo tipo ou
de tipos diferentes. Este problema pode ser resolvido para cada uma das combinacgdes. Este
€ 0 exercicio que se sugere.

Determinacao da inclinagdo entre uma reta e um plano

Este problema pode ser resolvido de dois modos. Sendo dados uma reta s e um plano a, a
primeira solugao para o problema passa por conduzir pela reta s um plano i perpendicular ao
plano a dado. Os dois planos, ™ e a, intersetam-se segundo uma reta i concorrente com a reta
s num ponto I. Neste momento o problema esta reduzido ao anterior uma vez que a inclinagao
entre areta s e um plano a é dada pela inclinacao entre a reta s e areta i. A segunda solucéao
passa por conduzir, por um ponto P da reta s, uma reta p perpendicular ao plano a. A
inclinacdo entre a reta s e o plano a € complementar da inclinagéo entre as retas s e p. Mais
uma vez, temos o problema reduzido ao caso anterior.

Atividade proposta:

Como ha sete tipos de retas e sete tipos de planos, ha 49 combinacdes possiveis de um tipo
de reta com um tipo de plano. Sugere-se a resolucao deste problema para cada uma das
combinacdes. Considere também a determinacao da inclinagcao entre uma reta e os planos
coordenados. Previamente a resolugao grafica através das projecgdes, elabore esbogos que

lhe permitam facilitar a visualizagao espacial do problema. Alternativamente elabore um
modelo fisico.

Determinacao da inclinacao relativa entre dois planos

Sejam dados dois planos a e B obliquos entre si de que pretendemos determinar a inclinagao
relativa. Ja vimos que a inclinagéo entre dois planos é dada por um angulo designado por
retilineo. No caso considera-se o retilineo de um dos menores diedros formados pelos planos.
O retilineo esta contido num plano m perpendicular aos dois planos @ e f8, e por isso,
perpendicular areta i comum aos planos a e 8. A primeira solugdo para o problema consiste
em determinar a intersegéo do plano w com os planos a e 8, dando origem asretasa e b,
respetivamente. O retilineo pretendido € um dos menores dngulos formados pelas retas a e b.
A segunda solugdo passa por conduzir por um ponto P qualquer, duas retasp e q,
perpendiculares aos planos a e . Neste caso, ainclinagao entre os planos a e 8 é dada por
um dos menores dngulos formados pelas retas p e q. Assim, mais uma vez vemos que este
problema ser reduz ao caso da determinagédo da inclinagao relativa entre duas retas.

Atividade proposta:

Como h4é sete tipos de planos, ha 28 combinagdes possiveis de dois planos de tipos
diferentes ou do mesmo tipo. Sugere-se a resolucao deste problema para cada uma das
combinagdes possiveis. Considere também a determinacgao da inclinagao entre um plano e
os planos coordenados. Previamente a resolugao grafica através das projegoes, elabore
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esbocos que lhe permitam facilitar a visualizagdo espacial do problema. Alternativamente
elabore um modelo fisico.

Representacao de figuras geométricas simples

Por opcgéo, ndo temos uma secgao sobre representacio de figuras planas. Passamos
diretamente a representacao de superficies e sélidos porque estes implicam, quase sempre, a
representacao de figuras planas, por exemplo relativas a faces ou bases. Nesta sec¢do iremos
considerar a MPO e por vezes trataremos a projegao horizontal com as convengoes e notagoes
do sistema cotado. Até este ponto notamos os eixos de forma insistente. A partir de agora,
podemos omitir a referéncia aos eixos. Nao quer dizer que o fagamos sempre. Fazemo-lo desde
que seja clara a relagao entre as varias projegoes das figuras e desde que ndo seja importante a
relacdo das mesmas com o sistema de coordenadas. Também a partir de agora deixamos de
considerar os planos de projecdo como sendo opacos.

O estudo das figuras geométricas através das suas projecoes deve ser conduzido de modo a
que as projegdes coloquem em evidéncia as propriedades que se pretendem estudar. Se a
figura pode ser colocada numa posicao mais simples, entao é essa a posicao que deve ser
privilegiada. O simples virtuosismo que pode permitir colocar um figura em posi¢cdes mais
complicadas, ndo tem nada de util. Isto ndo quer dizer que, por vezes, uma figura ndo tenha de
ser colocada numa posicao mais complexa. Isto pode acontecer, por exemplo, quando a figura
estd e relagdo com outra e nao é possivel colocar as duas simultaneamente na posigdo mais
simples.

Esfera

A primeira figura geométrica que vamos considerar é a esfera. Na MPO, qualquer projecao
ortogonal da esfera resulta numa regido circular e, por isso, delimitada por uma circunferéncia.
Na figura seguinte sdo dadas quatro projegdes ortogonais distintas de uma esfera [X], com
centro num ponto €4, 4 3y € com 2m de raio, articuladas entre si.

Recordando critérios e notagao, podemos observar que comegamos com o par de projecoes 1
e 2, respetivamente projecao no plano xy e projecéo no plano zx.

O par de projecdes 1’ e 2’ resultou de termos introduzido um novo sistema de referéncia em
que o plano x’y’ coincide com o plano xy. Por essa razéo as projegées 1 e 1’ coincidem. A
projecao 2’ é produzida no plano z’x’. Da projecéo 2 para a projecéo 2’ sdo transferidas as
cotas dos pontos.

O par de projecdes 1” e 2” resultou de termos introduzido um novo sistema de referéncia em

” 0

que o plano z”x” coincide com o plano zx. Por isso as projegcdes 2 e 2” coincidem. A projecdo
) "

1” é produzida no novo plano x”y”. Da projegéo 1 para a projegdo 1” sdo transferidos os
afastamentos dos pontos.

Neste caso verificamos que ao notarmos as projecdes de forma exaustiva as projecdes da
esfera podem ser lidas sem ambiguidades. Se nao o fizéssemos poderiamos ter dificuldade em
interpretar a representacao porque todas as projecdes da esfera sédo iguais. Porém, nem
sempre isto € necessario.
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Fig. 1.66. Representagédo de uma esfera em MPO.

Na figura seguinte vamos considerar a representagdo de uma semiesfera [X] com a base
contida no plano xy. O raio da semiesfera mede 3. 5cm. Na projegao horizontal vamos
representar as linhas de nivel da superficie da semiesfera, isto é, as circunferéncias de cota
inteira. Esta operacao designa-se por graduacgao da superficie. E na projecédo horizontal vamos
considerar as convengdes e notagdes das projecdes cotadas.

Para efetuar a graduacgao da superficie da semiesfera consideramos um feixe de planos
horizontais, a cotas inteiras, e intersetamo-los com a superficie da semiesfera. Isso deu origem
a circunferéncias horizontais com cotas inteiras. Por uma questao de economia de notagao
apenas representamos a cota das linhas de nivel. Estas circunferéncias sao as linhas de nivel
de cota inteira da superficie da semiesfera. A titulo de exemplo, representdmos um ponto P,
com cota 3cm, contido na superficie da semiesfera que, obviamente, esta contido na linha de
nivel de cota 3cm. Em geral, um ponto pertence a superficie se pertencer a uma linha da
superficie.

Atividade proposta:

Experimente representar a semiesfera considerando a base frontal e a base de perfil. Eem
ambos os casos represente as suas curvas de nivel de cota inteira.

125



0 1em
P /PZ\ [212

s TN

Fig. 1.67. Representagdo de uma semiesfera em DPO, notando a projegéo no plano xy com as convengdes das projegdes cotadas.

Cone e cilindro

O cone é um sdlido que fica delimitado por uma superficie cénica e por um plano. O cilindro é
um sélido que fica delimitado por uma superficie cilindrica e dois planos paralelos entre si.
Enquanto a superficie coénica, cilindrica, e o plano se estendem até ao infinito, as superficies do
cone e do cilindro sao finitas. Por agora consideramos apenas cones e cilindros de bases
circulares. Na figura seguinte estado representados dois cones e dois cilindros com bases
paralelas a um dos planos de projecdo. Um dos cones e um dos cilindros sdo de revolugéo (as
duas figuras da esquerda). Estes solidos também seriam faceis de representar se as bases
estivessem contidas em planos de perfil.

Suponhamos que pretendemos obter graficamente a verdadeira grandeza do segmento [EV]
relativo ao cone obliquo ou a verdadeira grandeza do segmento [FF’] correspondente ao
cilindro obliquo. Julgamos que os exemplos precedentes tornam evidente a forma de proceder.
Isto é, qualquer um dos métodos auxiliares da representacao pode ser utilizado para o efeito.
Da mesma forma, se pretendermos posicionar um ponto em alguma das superficies, apenas
temos de garantir que o ponto pertence a uma linha da superficie. A este respeito vamos
considerar o caso do cilindro obliguo em que pretendemos posicionar um ponto P na sua
superficie. Suponhamos que o ponto pertence a geratriz [ST] e que é dada a projegéo P,.
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Fig. 1.68. Representacéo cones e cilindros em DPO.

Como a geratriz [ST] é de perfil, ndo é possivel obter de forma imediata a projecéo P4. Porém
podemos considerar um plano auxiliar passante pela reta ST. Trata-se do plano PSS’. Este
plano interseta o plano da base de maior afastamento segundo a reta TT’ paralela areta SS’,
uma vez que os planos das duas bases séo paralelos. Neste plano, a reta $'T’ passa pelo ponto
P. Logo a projegao P4 tem de pertencer a projegdo horizontal da reta $'T’, ficando assim
definido o ponto P. Poderiamos ter utilizado um dos métodos auxiliares da representacdo mas
o problema pode ser resolvido deste modo.

Atividade proposta:

Experimente resolver as questdes aqui discutidas nos casos em que as bases dos sdlidos
séo de perfil. Nos casos em que as bases sdo horizontais, proceda a graduagao das
superficies dos sélidos e represente-a na projecao horizontal.

Prisma e pirdmide

Arepresentacao dos prismas e piramides segue de perto a discussao que tivemos acima
relativa a cones e cilindros. O cone de revolugao esta para a piramide reta de base regular da
mesma forma que o cilindro de revolugéao esta para o prisma reto de base regular.

Atividade proposta:

Procure resolver para os prismas e piramides o mesmo tipo de questdes que foram
discutidas relativamente ao cone e ao cilindro. Em cada uma das situagdes explore
diferentes poligonos regulares como bases. Explore também poligonos irregulares como
bases. Adicionalmente, para cada um dos casos, procure determinar a verdadeira grandeza
das faces.
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Poliedros regulares

Os poliedros regulares fornecem um exemplo que permite evidenciar como as projegoes
ortogonais sdo um meio muito eficaz para estudar as propriedades das figuras geométricas. Por
essa razao iremos debrucar-nos sobre a totalidade dos cinco poliedros regulares. Propomos
que acompanhe o estudo desta subsecgao com modelos fisicos dos poliedros.

Os poliedros regulares, tal como todos os poliedros topologicamente equivalentes a uma
esfera apresentam uma relagéo especial entre o nimero de faces (F), o nimero de vértices
(V), e o nimero de arestas (4) dada pela seguinte expressdo V + F = A + 2. Esta férmula foi
deduzida por Leonhard Euler. Intuitivamente, dizemos que um poliedro é topologicamente
equivalente a uma esfera se ao “insufla-lo com ar” ele se deforma de modo a tornar-se como
uma esfera. Na verdade, a formula de Euler é relativamente simples de explicar. Considere-se
um poliedro qualquer topologicamente equivalente a uma esfera e remova-se uma face. De
seguida deformem-se as restantes faces (como se a superficie fosse elastica) sem as rasgar
nem se auto intersetarem de modo a ajustar a superficie ao plano, o que esta representado
como sendo a etapa 1 na (figura 1.69).

1 2

o o
A A A
Fig. 1.69. Explicagdo da formula de Euler através de um processo de eliminagdo de faces, arestas e vértices.

Agora vejamos o que acontece de cada vez que removemos uma aresta. O leitor pode registar
essas operagdes numa tabela. De 1 para 2 removemos uma aresta e com isso removemos
também uma face. De 2 para 3 removemos outra aresta €, com isso, outra face foi removida. De
3 para 4 removemos uma aresta e um vértice. De 4 para 5 removemos uma aresta e uma face.
Ja esta a perceber o padrao? De cada vez que removemos uma aresta, removemos também
uma face ou um vértice. O estado anterior ao final (n — 1) é aquele em que ficamos apenas
com uma aresta. De n — 1 para n removemos a Ultima aresta e, se eliminarmos apenas um
vértice para seguirmos a regra, resta-nos apenas um vértice, neste caso, o vértice A. Assim, a
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parte deste vértice A e da face removida antes de distorcermos a superficie do poliedro, ha
uma paridade entre o numero de arestas e a soma dos vértices e das faces. Para incluirmos o
vértice final e a face inicialmente removida na relagcao, ficamos precisamente com a férmula de
Euler.

Os cinco poliedros regulares sao o tetraedro, o cubo (hexaedro), o octaedro, o dodecaedro e o
icosaedro. Todos os poliedros regulares podem ser inscritos numa superficie esférica e, para
cada poliedro, os diedros formados pelas faces sdo constantes. Os poligonos das faces sdo um
de trés poligonos regulares, o triangulo equilatero, o quadrado, ou o pentagono. Os poliedros
regulares sdo convexos. Um poliedro é convexo se se situar na totalidade apenas para um dos
lados do plano de qualquer face.

Para cada poliedro iremos representar trés projegdes ortogonais. Em todos os casos, a primeira
projecao corresponde a considerar o plano de projecao paralelo a uma (ou duas) face do
poliedro; a segunda projecao corresponde a considerar o plano de projecao perpendicular a
reta passante pelos pontos médios de duas arestas opostas; por fim, a terceira projegao
corresponde a considerar o plano paralelo a uma figura do vértice (a figura do vértice é um
poligono cujos vértices estdo contidos nas arestas que incidem no vértice e que estao a igual
distancia do vértice). Em todas essas projegbes, quase sempre havera arestas (uma ou mais)
que se encontram em verdadeira grandeza (quais as excecbes?). Designemo-las como
projecoes notaveis dos poliedros regulares.

E muito importante olhar para a construcdo de cada uma destas projecdes sob uma lente de
leitura espacial. Isto é, procure sempre interpretar os tragados como reflexo de operagoes
espaciais.

Atividade proposta:

Estude a subseccgéo relativa as planificagdes para ver como pode construir modelos fisicos
dos cinco poliedros regulares. A manipulagao e analise desses modelos ajuda-lo-a a melhor
entender as propriedades que aqui vao ser discutidas. Nesta subsecgéao optamos por
representar as projecdes dos cinco poliedros de forma isolada. O desafio que se propoe é
que, para cada poliedro, represente as trés projegdes dadas de forma articulada em MPO,
comecgando por uma delas. Isto quer dizer que, para cada par de projecdes ortogonais entre
si deve haver linhas de chamada paralelas entre si a unir as proje¢des correspondentes dos
vértices. Para além das projecdes notaveis, deve adicionar outras.

Adicionalmente, e com o auxilio da férmula de Euler, conte o niumero de vértices, faces e
arestas dos poliedros regulares. Que relacdes entre os varios poliedros consegue perceber?
Verifique que, dois a dois, o numero de faces de um corresponde ao numero de vértices do
outro. Dois poliedros nestas condigdes dizem-se duais. Procure deduzir como pode obter um
deles tendo o outro.

Com o auxilio dos modelos fisicos e das projeg¢des, para cada poliedro, procure quantificar
todos os planos de simetria por reflexdo e todos eixos, e respetivas rotagdes, que deixam o
poliedro globalmente invariante (uma figura fica globalmente invariante apés uma
transformacao se cada vértice, aresta e face ficar imével ou for ocupar o lugar de outro
vértice, outra aresta ou outra face, respetivamente).

Tetraedro.

O tetraedro regular € um poliedro com quatro faces triangulares equilateras. Na figura seguinte
colocam-se a par as trés projegdes notaveis do tetraedro. No caso do tetraedro, coincidem a
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primeira e terceira projegdes notaveis acima mencionadas (figura 1.70.a), por isso acrescenta-
se a projecao ortogonal num plano perpendicular a uma aresta (figura 1.70.c)

C=A

a)

c)

Fig. 1.70. Projegdes notéveis do tetraedro: a) plano de projegéo paralelo a face [ABC], b) plano de projegéo paralelo as arestas [AC]
e [BD], e c) plano de projegao perpendicular a uma aresta.

Na primeira projecéo (figura 1.70.a) a face [ABC] fica representada em verdadeira grandeza e a
projecao do ponto D é o centro da figura de projecao (no triangulo equilatero sao coincidentes
o ortocentro, o baricentro e o circuncentro). Na segunda projecéo (figura 1.70.b), as arestas
[AC] e [BD] séo paralelas ao plano de projecgéo e, por isso, apresentam-se em verdadeira
grandeza. Como as arestas [AC] e [BD] sao ortogonais entre si, e face a simetria do poliedro, o
contorno da projecao é um quadrado. Verifique que o lado do quadrado corresponde a
verdadeira grandeza da distancia entre pares de arestas opostas. Na terceira projecao (figura
1.70.c), a aresta [BD] é paralela ao plano de projecao, e a aresta [CA] é perpendicular ao plano
de projecao e, por isso, a sua projecao reduz-se a um ponto. A distancia entre esse ponto e a
projecdo da aresta [CD], que se apresenta em verdadeira grandeza, corresponde a verdadeira
grandeza da distancia entre um par de arestas opostas ja obtida na projecao anterior. Por
simetria, a figura da projecao é um tridngulo isdsceles.

Atividade proposta:

Em cada uma das projegoes estude as secgdes que é possivel produzir no sélido por um
plano paralelo ao plano de projegcdo. Como varia o perimetro de cada tipo de secgdo? Que
poliedro se forma se unirmos os centros das faces? Na projecdo dada na figura 1.70.a, qual a
relagdo entre a distancia BD e a distancia de D ao ponto médio de [AC]? Justifique a sua
resposta.

Hexaedro

O hexaedro, ou cubo, é o segundo poliedro regular que vamos estudar. E composto por seis
faces quadradas que incidem, duas a duas, perpendicularmente sobre uma aresta. Em cada
vértice incidem trés arestas perpendiculares entre si. Na figura seguinte colocam-se lado a
lado as trés projecdes notaveis do cubo.

Em relagcao a primeira projegao (figura 1.71.a) é facil de concluir que a figura resultante € um
quadrado cujo lado corresponde a verdadeira grandeza da aresta do poliedro. Também é facil
perceber que ha quatro arestas e quatro faces perpendiculares ao plano de projecgao.
Relativamente a segunda projecao (figura 1.71.b), verifica-se que os planos dos retangulos
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[CDEF] e [ABGH] séo perpendiculares entre si, sendo o primeiro horizontal e vertical o
segundo. E que sdo ambos perpendiculares aos planos verticais [EADH] e [BCGF].

G

C=G B=F ¢ B=G F

D=H ASE D A=H E

a) b)

Fig. 1.71. Projegdes notaveis do cubo: a) plano de projegao paralelo as faces [ABCD] e [EFGH], b) plano de projegéo paralelo ao
plano das arestas [CD] e [FE], e c) plano de projegéo perpendicular a diagonal espacial [HB].

Como o plano [CDEF] é horizontal, o seu lado maior mede o comprimento da aresta
multiplicado por v/2. Assim, esta projecao é delimitada por um retadngulo com a proporgéao
1:/2. Como curiosidade, esta é a proporgao dos formatos de papel normalizados A0, A1, ...,
A3, A4, A5, .... A conveniéncia deste formato é que metade de um retdngulo com esta
proporgcao é um retangulo com a mesma proporcao, isto é 1: V2 =+/2:2. Relativamente a
terceira projecao (figura 1.71.c), o plano de projecao é perpendicular a diagonal espacial [HB] e
paralelo aos planos DEG e ACF.

Atividade proposta:

Em cada uma das projegoes estude as secgdes que é possivel produzir no sélido por um
plano paralelo ao plano de projegcdo. Como varia o perimetro de cada tipo de secgdo? Que
poliedro se forma se unirmos os centros das faces? A diagonal [HB] é cortada pelos planos
DEG e ACF. Qual a proporgao da divisao assim obtida? Justifique a resposta.

Octaedro

O octaedro é composto por oito faces triangulares. Em cada vértice incidem quatro faces. As
arestas que incidem num vértice sido alternadamente perpendiculares entre si. Um octaedro
também é um antiprisma regular. Um antiprisma é um poliedro que tem duas bases, contidas
em planos paralelos, com nimero idéntico de lados. Mas os lados de uma das bases néo sao
paralelos aos da outra base. Por isso as demais faces do sélido s&o tridngulos que ligam dois
vértices de uma base a um vértice da outra de forma alternada. Na figura seguinte colocam-se
lado a lado as trés projecdes notaveis do octaedro.

Na primeiro caso (figura 1.72.a), o plano de projecéo é paralelo a duas faces do octaedro.
Dadas as simetrias do poliedro a projecao é delimitada por um hexagono regular. No segundo
caso (figura 1.72.b), a figura da projecao € delimitada por um losango cujas diagonais se

relacionam na proporcéo 1: V2, apresentando a menor a verdadeira grandeza do comprimento
das arestas do poliedro.

131



A=D B=F C=E
: \/ A B
E
E

a) b) C)

Fig. 1.72. Projegdes notaveis do octaedro: a) plano de projegao paralelo as faces [ABC] e [DEF], b) plano de projegéo
perpendicular as arestas [AD] e [BF], e c) plano de projegao perpendicular a diagonal espacial [CE].

No terceiro caso (figura 1.72.c), a figura da projecao é delimitada por um quadrado cujo lado
corresponde a verdadeira grandeza das arestas do poliedro. E cujas diagonais tém o
comprimento da diagonal maior do losango na segunda projecao.

Atividade proposta:

Em cada uma das projecdes estude as seccoes que € possivel produzir no sélido por um
plano paralelo ao plano de projegdo. Como varia o perimetro de cada tipo de secgdo? Que
poliedro se forma se unirmos os centros das faces? Na primeira projecéo, qual a relagcéo
entre o comprimento do lado do hexagono e o comprimento da aresta do poliedro? Como
pode obter um octaedro a partir de um tetraedro?

Dodecaedro

O dodecaedro é composto por 12 faces pentagonais. Em cada vértice incidem trés arestas e
trés faces. O dodecaedro regular (e também o icosaedro regular) esta intimamente relacionado
com o pentagono regular. Por essa razdo vamos analisar primeiro o pentdgono regular (figura
1.73) para melhor entendermos as proporgdes que vamos encontrar no dodecaedro e suas
projecdes (e 0 mesmo aplica-se ao icosaedro).

Por leitura da figura 1.73.a, podemos constatar que:

8= ob*=a(a-b)ea’=ba+b).

Dito por palavras, o segmento a é dividido de tal modo que a razao entre o todo a parte maior é
igual a razao entre a parte maior e a parte menor. Quando isto acontece, este racio recebe a
designacgao de razao de ouro, média e extrema razao, ou proporgao aurea. Um retangulo cujo
lado maior esta para o lado menor nesta proporgéao, designa-se por retangulo de ouro. E um
triangulo isésceles em que os dois lados maiores estdo para o menor nesta proporgao,
designa-se por tridngulo de ouro. Como podemos verificar, ha uma relagao entre o pentagono
e esta proporgao.

Por outro lado sabemos que, por relagao a um tridngulo inscrito numa semicircunferéncia
(figura 1.73.b), temos b? = Xy ou a? = Xy, consoante optemos por designar a altura do
triangulo retangulo por a ou b.

132




ab b2 b2 ab b a2 a2 b

Fig. 1.73. A proporgéo aurea no pentagono regular e a construgédo do retangulo de ouro e do tridngulo de ouro

Para que possamos construir a proporgcao aurea através de um triangulo retdngulo inscrito
numa semicircunferéncia, se a altura for b, deve sery = ae x = a — b, e se a altura for a, deve
serx = bey = a+ b. Seja qual for o caso, isso sé se verifica se o centro da semicircunferéncia
for o ponto médio do segmento b rodado para a horizontal (figura 1.73.c) ou o ponto médio do
segmento a rodado para a horizontal (figura 1.73.d). Analisando estas duas figuras sera facil
concluir que dado um retangulo de ouro, se dele retirarmos um quadrado, o retangulo que
sobratambém é um retdngulo de ouro. Naturalmente, a partir do momento em que temos as
proporgdes definidas é facil construir um tridngulo de ouro. E pela mesma ordem de ideias sera
facil construir graficamente um pentdgono regular.

Ap0s esta discussao, estamos em melhores condigdes de entender a construgéo das
projecdes notaveis do dodecaedro (e do icosaedro).

Atividade proposta:

Face a discussao apresentada, procure explicar por que razdo a proporgao aurea pode ser
V5+1 o 2
2 V5-1"
Em relacdo ao primeiro caso (figura 1.74.a), o plano de projecao é paralelo as faces [ABCDE] e
[PQRST]. Estas duas faces projetam-se em verdadeira grandeza segundo dois pentagonos
com o mesmo centro Z e rodados 36° um em relagao ao outro. Face a regularidade do poliedro,
a figura que delimita a projegcao € um decagono regular. A determinagéo dos seus vértices é
simples de obter. Por exemplo, o vértice J fica graficamente na interseccado dareta ZB coma
reta CS, graficamente perpendicular a reta AB. E de forma analoga podem ser determinados
todos os vértices do decagono. Se prolongarmos as arestas que incidem nos vértices de uma
face, por exemplo a face [CLMND], e que néo estao contidas na face, obtemos um ponto X
comum a todas as arestas estendidas. A distancia entre este ponto X a qualquer dos pontos da
face estda para a aresta do dodecaedro na proporgéo aurea.

representada pelas razoes
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Fig. 1.74. Projegdes notaveis do dodecaedro: a) plano de projegao paralelo as faces [ABCDE] e [PQRST], b) plano de projegao
perpendicular as arestas [FG] e [LK], e c) plano de projegéo perpendicular a diagonal espacial [DR].

Em relagao ao segundo caso (figura 1.74.b), tiramos partido de haver cubos inscritos no
dodecaedro. Um desses cubos tem duas faces paralelas ao plano de projegdo, [OECM] e
[SQH]J]. As projegdes das arestas [ND] e [RI] ficam paralelas as projegdes de dois dos lados
de cada um dos quadrados mencionados, e adicionalmente ficam centradas no quadrado
projecao; a relacao do lado do quadrado com estas retas é dada pela proporgao aurea. A partir
deste momento a obtengéo das projegcdes das arestas do dodecaedro é quase imediata. Basta
para isso representar os pentagramas que estdo contidos nas quatro faces visiveis do
dodecaedro.

Finalmente, relativamente ao terceiro caso (figura 1.74.c), o plano de projecao é perpendicular
a diagonal espacial [DR]. Neste caso o plano de projecdo é paralelo aos planos ECN e QIS. E
ainda paralelo as arestas [AB], [JK], [LM], [TP], [OF] e [GH] que se apresentam em
verdadeira grandeza na projecao. A representacao da projegcdo comecou pela construcao dos
triangulos equilateros [ECN] e [QIS] com lados na proporgado durea em relagao as arestas do
dodecaedro. Para construir as projegdes de uma das arestas paralelas ao plano de projecao,
por exemplo [AB], prolongaram-se graficamente as retas EI e CI e construiram-se nestas o0s
pontos B e A, respetivamente, de modo a que [AB] tivesse a verdadeira grandeza da dimenséo
da aresta, que é conhecida, e a reta AB fosse graficamente perpendicular areta DI. As
restantes arestas nas mesmas condi¢gdes podem ser construidas de forma idéntica.

Atividade proposta:

Em cada uma das projegdes estude as secgdes que é possivel produzir no sélido por um
plano paralelo ao plano de projegdo. Como varia o perimetro de cada tipo de secgao? Que
poliedro se forma se unirmos os centros das faces? Em relagéo a figura 1.74.a, porque € que
o ponto J se pode determinar da forma indicada? Quantos cubos inscritos no dodecaedro é
possivel encontrar?

lcosaedro

O icosaedro é composto por 20 faces triangulares e em cada vértice incidem cinco arestas. Na
figura seguinte colocam-se lado a lado as trés proje¢cdes notdveis do icosaedro.
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Fig. 1.75. Projegdes notaveis do icosaedro: a) plano de projegédo paralelo as faces [ABC] e [ILH], b) plano de projegéo
perpendicular as arestas [FG] e [D]], e c) plano de projecéo perpendicular a diagonal espacial [AL].

y
|

No primeiro caso (figura 1.75.a), o plano de projecgéo é paralelo as faces [ABC] e [ILH]. As
projecdes destas duas faces definem um hexagrama de centro Z. A construgdo da projegao
teve inicio com a representacao do hexagrama e do pentagono regular [BCD’E’F’]. Como, dada
a simetria rotacional do icosaedro, a projecao horizontal deve delimitada por um hexagono
regular de centro Z e lados paralelos as diagonais do hexagrama, obtém-se, por exemplo, 0
vértice D pela intersecdo dareta ZI com a reta D’D, perpendicular a reta BC. Os restantes
vértices do hexagono obtém-se modo idéntico. Depois de representar o hexdgono [KJDEFG],
as projecdes das restantes arestas resultam da ligagcao entre vértices do hexagrama e vértices
do hexagono.

No segundo caso (figura 1.75.b), o plano de projegéo é perpendicular as arestas [FG] e [D]], e é
paralelo as arestas [EA], [KL], [HI] e [BC]. Por essa razéo as projecdes destas quatro arestas
(sendo as projegdes [EA] = [LK]) tém de se apresentar em verdadeira grandeza. Como o
retangulo [HICB] é paralelo ao plano de projecéo e tem a proporgao aurea, a sua projegao é
um retangulo de ouro. A projegéo do retangulo [FGJD] reduz-se a um segmento de reta cujo
comprimento é igual ao comprimento dos lados maiores do retangulo [HICB] porque os
segmentos [FD] e [G]] sdo paralelos ao plano de projecao. Note-se que os pares de arestas
[FG] e [D]], [EA] e [KL], e [HI] e [BC], s&o ortogonais entre si. Sendo [FG] e [D]]
perpendiculares ao plano de projecéo, as proje¢cdes dos outros dois pares sdo graficamente
ortogonais entre si. Consideradas estas relacdes e atendendo a simetria de reflexdo do
poliedro, torna-se facil a construgao da sua projecao ortogonal a partir do momento em que se
construiu o a projegdo do retadngulo de ouro [HICB].

No terceiro caso (figura 1.75.c) tira-se partido do facto dos pentagonos regulares [ADEFC] e
[KGHI]] serem paralelos ao plano de projecéo e terem projegdes com o mesmo centro, na
projecao A = L, rodadas 36°. A projegao do icosaedro € delimitada por um decagono regular.

Atividade proposta:

Em cada uma das projegdes estude as secgdes que é possivel produzir no sélido por um
plano paralelo ao plano de projegcdo. Como varia o perimetro de cada tipo de secgdo? Que
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poliedro se forma se unirmos os centros das faces? Por que razéo, no caso da figura 1.75.b,
os vértices B’ e €’ do quadrado [BCC’B’] estdo contidos, respetivamente, nos segmentos
[IG] e [HD]?

Operacdes geomeétricas

Vamos agora exemplificar, através de algumas operagdes geométricas, o modo como as
projecdes ortogonais sao Uteis para raciocinar sobre a geometria do espaco e resolver
problemas com esta relacionados. Por vezes pode-se pensar que a reducdo dos problemas do
espaco a problemas no plano é uma limitagao porque se perde a tridimensionalidade. Porém,
isso pode ser precisamente a vantagem na medida em que, eliminando a terceira dimensao
podem colocar-se em evidéncia os aspetos mais significativos de uma questao ou problema.

Planos tangentes

Genericamente, plano 08 tangente a uma superficie num ponto T fica definido por duas retas
concorrentes tangentes a superficie naquele ponto. Do ponto de vista pratico a questao passa
pela identificagado ou determinagéo do ponto e de duas linhas [a] e [b] da superficie, passantes
pelo ponto, a que seja facil conduzir as retas tangentes s e t, respetivamente. Assim, na
geometria descritiva, pretende-se que as linhas [a] e [b] da superficie sejam as mais faceis
possivel de tratar graficamente. Vamos exemplificar com a superficie da esfera, do cone de
base circular e do cilindro de base circular. E em cada um dos casos vamos considerar que o
plano tangente deve passar por um ponto P da superficie ou por um ponto Q exterior a
superficie.

Cone

Considere-se a superficie de um cone [I'] e um ponto P a ela pertencente. Ja vimos que um
ponto pertence a uma superficie se pertencer a uma linha da superficie. Neste caso, o ponto P,
com 4.5 de cota, pertence a uma geratriz g da superficie do cone. O cone esta definido pela
sua base horizontal [d] com centro D a cota 2, e vértice V, a cota 10 (figura 1.76).

0 1 - (2)

oY

Fig. 1.76. Condugéo do plano tangente a superficie de um cone passante por um ponto P a ela pertencente. Problema resolvido no
sistema cotado.

Como a geratriz g esta contida na superficie do cone, estd também contida no plano
tangente a sua superficie. Para definir a outra reta tangente a superficie do coneem P,
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considerou-se a circunferéncia [n], a cota 4. 5, contida na superficie do cone. Areta t
horizontal é a tangente a circunferéncia [n] no ponto P . Assim, o plano 8 tangente a superficie
do cone em P fica definido pelas retas t e g concorrentes naquele ponto. Mas como o plano
contacta com a superficie do cone ao longo da geratriz g, na verdade o plano é tangente a
superficie do cone em todos os pontos da geratriz g, isto &, o plano é tangente a superficie do
cone segundo g.

Vejamos agora o caso de o plano estar obrigado a passar por um ponto Q exterior a superficie
do cone. Claro que para haver solucao a reta passante pelo ponto e pelo vértice ndo pode
intersetar a base do cone. Sejam dados o cone [A] de vértice V, base circular horizontal [b]
com centro C, e o ponto Q (figura 1.77).

B6=gh

(fa)=h,

Fig. 1.77. Conducéo do plano tangente a superficie de um cone passante por um ponto @ exterior a superficie. Problema resolvido
em DPO.

Como todos os planos tangentes a superficie de um cone passam pelo seu vértice, entdo o
plano tangente deve conter a reta a definida pelo vértice V e pelo ponto Q. Por outro lado, se
um plano for tangente a uma superficie num ponto, em geral, se conduzirmos um plano
qualquer por esse ponto, esse plano interseta o plano tangente e a superficie segundo uma reta
e uma curva tangentes entre si nesse ponto. Assim, se considerarmos o plano a da base do
cone, podemos concluir que esse plano interseta o plano 8 tangente a superficie do cone
segundo uma reta h tangente a circunferéncia do circulo [b] da base. E essa reta devera passar
pelo trago da reta a no plano «, isto é, pelo ponto . Ora, pelo ponto I podem ser conduzidas
duas retas que cumprem esta condigao pelo que o problema tem duas solugdes, podendo nods,
se nada for dito em contrario, optar por uma delas. Assim, o plano 0 tangente a superficie do
cone ficou definido pela reta h e pela geratriz g passante pelo ponto T. E claro que o plano
tangente ja estava definido pelas retas a e h. Porém, por norma, no caso das superficies
coénicas e cilindricas consideramos sempre a geratriz de contacto entre o plano tangente e a
superficie.
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Cilindro

O caso do plano tangente a superficie de um cilindro passante por um ponto da superficie € em
tudo semelhante ao caso da superficie do cone. Vamos apenas considerar o caso de o plano
estar condicionado a conter um ponto Q exterior a superficie cilindrica. Para haver solugéo,
uma reta paralela as geratrizes do cilindro, passante pelo ponto, ndo pode intersetar a base do
cilindro. A Unica diferenca em relacdo ao caso do cone é que a reta a passante pelo ponto Q
deve agora ser paralela as geratrizes do cilindro. A partir do momento em que esta conduzida a
reta a, todo o problema se resolve de forma analoga ao caso do cone.

Esfera

Vejamos agora o caso do plano tangente a superficie esférica conduzido por um ponto T nela
contido. Seja dada uma superficie esférica [§] com centro num ponto C(o, 3, »5). Verifica-se
que esta superficie é tangente ao plano xy. E pretende-se conduzir um plano @ tangente a
superficie esférica num ponto T com 3. 5c¢cm de cota, e 4. 5cm de afastamento, a ela
pertencente (figura 1.78).

Q ‘Iocm
UA =1cm

B=st
X

Fig. 1.78. Conducéo do plano tangente a superficie esférica por um ponto T nela contido. Problema resolvido em DPO.

A primeira questao que se coloca é a seguinte. Quantos pontos com aquele par
cota/afastamento pertencem a superficie esférica? Conduzimos um plano a horizontal a cota
3.5cm. Este plano intersecta a superficie esférica segundo uma circunferéncia [c] horizontal.
Esta circunferéncia é o lugar geométrico de todos os pontos da superficie esférica que tém
3.5cm de cota. De seguida, conduzimos um plano m frontal com 4. 5¢m de afastamento. Este
plano interseta a circunferéncia [c] em dois pontos, T e T'. Ambos os pontos cumprem a
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condigcao imposta. Nada sendo dito em contrario, podemos escolher um deles para prosseguir
com a resolugéo, neste caso o ponto T. Por T passa a circunferéncia [d] resultante da
intersecao entre o plano 7 e a superficie esférica. O plano tangente @ pode agora ser definido
pelas retas s e t, tangentes as circunferéncias [c] e [d], respetivamente, em T. Note-se que o
plano @ é perpendicular a reta CT. Isto é, areta CT é normal a superficie esféricaem T.

Vamos agora analisar a situagdo em que o plano tangente a superficie esférica deve passar por
um ponto @Q exterior a superficie. Seja considerada a mesma superficie esférica [§] do caso
anterior, e o ponto Q(_4, 1, 3.5 (figura 1.79).

0
UA =1cm

Fig. 1.79. Condugéo do plano tangente & superficie esférica por um ponto Q exterior. Problema resolvido em DPO.

Quantas solugodes existem para este problema? Como o ponto € exterior a esfera, entao deve
ser relativamente facil concluir que existe uma infinidade de solugdes. Com efeito, existe uma
superficie conica de vértice Q concordante com a superficie esférica ao longo de uma
circunferéncia [c]. Esta circunferéncia, contida num plano perpendicular a reta QC, é o lugar
geométrico dos possiveis pontos de tangéncia. Cada plano tangente é simultaneamente
tangente a superficie esférica e a superficie conica concordante. De todos esses planos, ha
quatro cujo tragado é praticamente imediato. Trata-se dos dois planos de topo e dos dois
planos verticais tangentes a superficie esférica. Reduzir a questdo a um plano tangente implica
assumir uma restrigdo qualquer, por exemplo assumir que o plano € de determinado tipo, ou
especificar uma coordenada do ponto de tangéncia. Se for este o caso, sera que temos a
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liberdade de escolher, por exemplo, uma cota qualquer para o ponto T de tangéncia entre o
plano tangente e a superficie esférica? A resposta € nao. Ha um intervalo de cotas para o qual
existem solucoes. Esse intervalo é determinado pelos pontos de maior e menor cota da
circunferéncia [c]. E relativamente simples concluir que estes dois pontos estdo contidos no
plano vertical T passante pelo eixo da superficie conica concordante, isto €, pela reta QC. Este
plano interseta a superficie esférica segundo uma circunferéncia maxima [m]. Os pontos de
maior e menor cota, M e N, determinam-se conduzindo pelo ponto Q as retas s e t tangentes a
circunferéncia [m] nos pontos M e N, respetivamente.

A circunferéncia [m], estando contida num plano vertical, tem a projegao horizontal reduzida a
um segmento de reta e a projegao frontal € uma elipse. As projegoes horizontais dasretas set
estdo contidas em h. As projecgdes frontais das retas s e t sdo tangentes a projecgao frontal da
circunferéncia [m]. Isto &, s, e t, passam por @, e sdo tangentes a elipse [m], nos pontos M, e
N,. Determinadas as projec¢oes frontais dos pontos M e N, ficamos em condi¢des de impor
uma cota ao ponto de tangéncia T. Neste caso definiu-se, contida na superficie esférica, um
circunferéncia [p] qualquer cuja cota é menor que a de M e maior queade N. O ponto T
pretendido devera pertencer a esta circunferéncia. Para o determinar, considerou-se uma
superficie conica, de vértice V, concordante com a superficie esférica ao longo da
circunferéncia [p]. Como a superficie cénica é concordante com a superficie esférica, os
planos tangentes a superficie conica conduzidos pelo ponto Q também sao tangentes a
superficie esférica. O problema reduz-se agora ao problema ja tratado anteriormente relativo a
conducéao de um plano tangente a superficie cénica por um ponto exterior. Relativamente a
este problema, ha suas solugdes que correspondem aos pontos T” e T. Para o efeito
considerou-se o ponto T e o plano 0 tangente a superficie esférica ficou definido pela geratriz g
da superficie cénica, concordante de vértice V, e pela reta n tangente a circunferéncia [p],
ambas concorrentes no ponto T.

Vamos apenas fazer uma observagao quanto a questoes operativas praticas. Na resolugéao
apresentada na figura, aparecem conduzidas diretamente as retas s, e £, tangentes a elipse
[m], nos pontos M, e N,.

Se o leitor estiver a resolver este problema utilizando meios analdgicos, seguramente nao é
pratico tracar a elipse para, de seguida conduzir as tangentes. Para incrementar a precisao do
seu desenho, pode proceder de varios modos. Pode rodar o plano i até colocar a
circunferéncia [m] numa posigéo paralela a um dos planos de projegao. Neste caso,
recomenda rodar-se o plano 1t em torno de um eixo passante pelo centro da esfera porque, ao
fazé-lo, quando a circunferéncia [m] ficar paralela a um dos planos de projecéao, a sua projecao
fica coincidente a projecdo do contorno aparente da esfera nesse plano de projecéo, o que
reduz a quantidade de tragados. Estando a circunferéncia rodada [m]g paralela a um dos
planos de projegao, a determinagao dos pontos M e N rodados, isto € Mg e Ng, corresponde
graficamente a condugéo de retas tangentes a circunferéncia [m]g pelo ponto Q rodado, isto &,
Qr. Se esta rotagao for feita em torno de um eixo vertical passante pelo centro da esfera, é
graficamente equivalente a uma afinidade. Outra hipdtese, é determinar os focos da elipse
[m], e utilizar o tragado de tangentes a elipse por um ponto exterior.

Na nossa resolucéao tiramos partido de estar a produzir o desenho através de uma ferramenta
de desenho digital. E nesse contexto, o tragcado de tangentes a elipses é tdo preciso quanto o
tragado de tangentes a circunferéncias e pode ser executado diretamente. A razdo de ser de
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termos introduzido esta discussao, é contribuir para uma reflexao sobre as consequéncias
(positivas e negativas) da utilizagcao de ferramentas digitais de desenho geomeétrico.

Atividade proposta:

Nos casos estudados apenas consideramos o plano tangente passante por um ponto P da
superficie e por um ponto Q exterior a superficie. Nas trés situagoes, procure resolver o
problema para o caso de o plano tangente estar condicionado uma diregéao, isto €, o plano
tangente deve ser paralelo a uma reta dada. E no caso da superficie esférica considere ainda
as situagdes em que o plano tangente deve conter uma reta dada ou ser paralelo a um plano
dado. Quantas solugdes possiveis ha para cada uma destas situagdes?

Ainda a pretexto da questdo dos planos tangentes a cones e cilindros, procure representar
cones e cilindros com bases contidas em planos obliquos a um, a dois ou aos trés planos
coordenados.

Interseccgdes, Secgdes e Truncagens

De alguma forma, ja introduzimos o tema das interseg¢des. Ja determinamos intersegoes entre
planos, e entre retas e planos. E também ja representamos linhas de nivel de superficies que
nao sao mais que intersegodes produzidas por planos horizontais. E, no caso da superficie
esférica também consideramos a intersegdo com um plano vertical. A nossa intengéao é, agora,
generalizar a questao. E para o efeito vamos considerar as figuras geométricas que temos vindo
a tratar, isto é, primas, piramides, cones, cilindros e esfera. Por agora vamos deixar os poliedros
regulares de fora. Mais do que apresentar métodos graficos para computar as intersegoes,
interessa-nos discutir a sua natureza. Isto por uma razao simples. Embora tenha um valor
pedagdgico e cientifico em si, a computacao de intersegdes, e outras operagdes relacionadas,
é facilmente resoluvel através da utilizagdo de ferramentas de modelagao geométrica digital. O
que essas ferramentas em geral ndo fazem é discutir a natureza das interse¢des que tao
facilmente aparentam produzir. E essa é a discussao realmente importante, até mesmo para
uma utilizagdo mais consciente daquelas ferramentas.

Prismas e piramides

Mas antes vamos estabelecer alguns métodos praticos para a determinacao de intersecoes
planas em prismas e piramides, que podem, depois, ser adaptados a cones e cilindros. Em
todos os casos consideramos a determinagéo da verdadeira grandeza da interse¢éo produzida.

Seja dada uma piramide obliqua qualquer de vértice V e um plano a obliquo secante qualquer.
A base da piramide é o quadrangulo [ABCD] contido num plano horizontal (figura 1.80). Em
termos praticos, a determinacao da intersecao produzida pelo plano secante na superficie da
piramide obtém-se através da intersecéo das arestas da piramide com o plano secante. Assim,
este problema reduz-se a intersegdo de uma reta com um plano.

Ora, recordando, a interse¢do de uma reta com um plano resolve-se considerando a intersecao
entre o plano secante e um plano auxiliar conduzido pela reta. Como neste caso temos varias
arestas, ha interesse pratico em tornar a aplicacdo do processo o mais expedita possivel. Para
o efeito vamos considerar um feixe de planos passantes pelo vértice V da piramide. A
intersecao deste feixe de planos com o plano secante corresponde a um feixe de retas, com
centro num ponto I, que intersetam as arestas da piramide passantes pelo vértice V. O mesmo
feixe de planos interseta o plano da base [ABCD] segundo um feixe de retas, com centro num
ponto J. Estas retas passam pelos vértices da base [ABCD]. Os raios homdlogos dos dois
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feixes intersetam-se em pontos contidos na reta m comum ao plano secante «a e ao plano da
base [ABCD].

IR\\ -

Fig. 1.80. Construgao da intersegéo produzida por um plano numa pirdamide. Problema resolvido em DPO.

Aresolugcdo comega com a construgcdo de um ponto I, qualquer, contido no plano secante a.
Construido este ponto, a reta VI interseta o plano da base [ABCB] num ponto J. Para
determinar um ponto de uma das arestas, por exemplo o ponto T da aresta [V D], conduz-se a
reta JD e, pelo ponto de intersegao desta reta com areta m, conduz-se aretaIT. O ponto T
resulta da intersecéo desta reta com a aresta [V D]. Procede-se do mesmo modo para todas as
arestas. Porém, verifica-se que o ponto U (apenas esta representada a projecao horizontal), da
reta VA, esta fora da superficie da pirdmide. Isto significa que as arestas [AD] e [AB]
intersetam o plano secante a. De facto essas interse¢gdes ocorrem sobre a reta m nos pontos P
e Q, respetivamente. A linha [PQRST] é o resultado da intersegdo produzida pelo plano
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secante a na superficie da pirAmide. Esta linha delimita uma regiao plana que é a secgao
produzida pelo plano secante a na piramide. Se fosse pretendida a truncagem de uma das
partes da pirdmide, na expressao grafica do resultado final essa parte seria omitida.

Para determinar a verdadeira grandeza da regido de secg¢ao, considerou-se um rebatimento do
plano secante a para o plano horizontal da base [ABCD] executado em torno da reta m. Neste
movimento, todos os pontos da reta m sao fixos, porisso, P = Pgr e Q = Qp, embora apenas a
projecao horizontal dos pontos rebatidos esteja representada, ou seja, no desenho temos
apenas P; = P e Q1 = Q. Comecgou-se por determinar o ponto Ip pelo qual todas as retas do
feixe de centro em I passam apds o rebatimento. A distancia do ponto I a charneira do
rebatimento, a reta m, é dado pelo comprimento do segmento [IL]. Para determinar a
verdadeira grandeza deste segmento, considerou-se o rebatimento do plano vertical da reta IL,
para o plano horizontal do ponto K, em torno da reta h. Este rebatimento deu origem ao ponto

I e adistancia m corresponde a verdadeira grandeza do segmento [IL]. Com centro em
L, = Ly roda-se o ponto I até areta hq, determinando o ponto Ip. A partir daqui, o restante
tragado é simples. A titulo de exemplo, o ponto T determina-se na intersecgao dareta IpTp
com a reta T Ty, graficamente perpendicular a reta m,. Note-se que a regido [PRQrRrSrTR]
que agora aparece em verdadeira grandeza esta com a orientagao invertida em relagao a
orientagéo da figura [P1Q1R1S1T]- A orientagdo podia ter sido preservada se o sentido do
rebatimento do plano «a tivesse sido o oposto. No entanto isso implicaria uma sobreposi¢cdo de
figuras que prejudicaria a leitura do desenho. Observe-se ainda que tinha sido possivel
transformar o plano secante &« num plano projetante através de uma mudancga do sistema de
referéncia. Nesse caso, na projecao relativamente a qual o plano fica projetante a
determinacao da intersecdo é imediata porque se reduz a um segmento de reta contido na reta
que representa, nessa projecao, o plano secante.

Vamos agora considerar outro exemplo. Seja dado, no sistema cotado, um prisma obliquo de
bases pentagonais regulares e um plano secante a definido pelo seu trago horizontal, pela
especificagdo da sua pendente e pela indicacao do seu sentido ascendente (figura 1.81).
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Fig. 1.81. Dados em sistema cotado: prisma obliquo, trago horizontal do plano secante incluindo a especificagdo da pendente e
sentido ascendente.
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Seja pretendida a truncagem da parte do prisma acima do plano secante. Neste exemplo
vamos omitir a representacao do sistema e referéncia. Vamos ainda documentar o exemplo
através de trés desenhos. No primeiro incluem-se apenas os dados. No segundo incluem-se
todas as construgdes e o resultado final. E no terceiro apenas se inclui o resultado final.
Fazemo-lo por uma questao de clareza grafica no sentido de facilitar o entendimento mas
também porque as vezes, em contexto de aplicagao pratica, pode fazer sentido omitir
construgodes auxiliares e apresentar apenas o resultado final. Seja como for, do ponto de vista
pedagdgico e em contexto de ensino e aprendizagem em geometria descritiva, o processo de
construgao é tdo importante como o resultado, por isso, em geral, deve ser sempre
apresentado. Aresolugao do problema passa por intersetar o plano secante com os planos das
faces do prisma. Isso pode ser feito nos mesmos termos que consideramos para o caso
anterior. Em alternativa podemos utilizar um faixe de planos horizontais auxiliares. Em termos
praticos isso significa graduar o plano secante e os planos das faces do prisma para determinar
pontos comuns a ambos por meio das suas linhas de nivel. Dito de outro modo, vamos utilizar
planos de nivel auxiliares para resolver a intersecdo. Para graduar o plano secante é necessario
determinar o intervalo em que devem estar espacadas, no desenho, as projecdes horizontais
das retas de nivel. Isto pode ser feito graficamente ou através de um calculo auxiliar
(procedimento seguido). No caso das faces do prisma, pode proceder-se a graduagao de uma
aresta. A partir dai, como as bases sdo horizontais, sdo conhecidas as dire¢gdes das retas de
nivel dos planos das faces. A intersegdo entre planos faz-se procurando intersegdes de linhas
de nivel de igual cota (figura 1.82).

0 00'750”1 T T

UA ’/, \\

V.G.

= d=50% = 1=UA/d=0.75cm/0.5=1.5cm

Fig. 1.82. Resolugao da intersecao e determinacao da verdadeira grandeza da figura da secgao produzida no prisma.
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Neste caso, utilizaram-se dois planos horizontais auxiliares, um a cota Ocm e outro a cota
1.5cm, isto é, com 2UA (2 unidades de altura). Determinados os pontos I e j a cotal.5¢cm, e
determinadas as interse¢des entre a reta de nivel de cota Ocm do plano secante & com as retas
de nivel de cota Ocm dos planos das faces do prisma, ficamos em condigdes de representar o
poligono da secc¢éo. Para determinar a verdadeira da secgao, efetuou-se um rebatimento do
plano secante a em torno no seu trago horizontal. O procedimento de determinacéo da secgéo
e respetiva verdadeira grandeza é em tudo analogo ao caso anterior relativo a piramide. Note-se
que neste exemplo optdmos por omitir a notagado em relagao a generalidade dos vértices e das
retas da figura por entendermos que nao ha prejuizo para o entendimento da representacéao.

Na figura seguinte, isolamos a representagao resultante da truncagem, incluindo a graduagao
das faces do sélido final.

0 0.75cm

o—o

UA

Fig. 1.83. Representacéo do sélido final incluindo a graduagéao das faces visiveis.

Atividade proposta:

Determine intersegdes planas em superficies de prismas e piramides de varios tipos. Em
todos os casos determine a verdadeira grandeza das intersegdes. Em alguns casos considere
truncagens.

Cones e cilindros

Vamos agora discutir as intersegdes planas produzidas numa superficie cénica de revolugéo.
Se o plano secante passar pelo vértice pode acontecer uma de trés situagdes: i) o plano
contém uma geratriz e é tangente a superficie cénica, ii) o plano contém duas geratrizes ou, iii)
o plano ndo contém nenhuma geratriz. Se o plano secante ndo passar pelo vértice, pode
ocorrer também uma de trés situagodes: i) o plano é paralelo a um plano tangente e a intersecao
designa-se parabola, ii) o plano é paralelo a duas geratrizes e a intersegao designa-se
hipérbole ou, iii) o plano interseta todas as geratrizes e a intersecao designa-se elipse.
Veremos adiante que isto pode ser generalizado a intersegao plana produzida em qualquer
superficie conica de diretriz circunferencial. Se o plano for perpendicular ao eixo da superficie
conica de revolugao, a intersegao € uma circunferéncia.

Vamos definir a hipérbole como uma intersegcao produzida numa superficie cénica de
revolugéo [8], com eixo i, por um plano m paralelo a duas geratrizes da superficie. Na figura
1.84, temos a projecao ortogonal da superficie [6]. O eixo i é paralelo ao plano de projegéo e o
plano i é perpendicular ao plano de projecao. A intersecéo produzida é a curva [h] com dois
ramos. Estdo ainda representadas duas superficies esféricas simultaneamente concordantes
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com a superficie cdnica, segundo as circunferéncias [c] e [d], e tangentes ao plano m, nos
pontos F’ e F”. Os planos das circunferéncias [c] e [d] intersetam o plano m, segundo as retas
d’ e d”, cada uma delas reduzida a um ponto na figura.

(0]

Fig. 1.84. Intersegéo hiperbdlica produzida por um plano numa superficie conica de revolugéo. Projegao ortogonal num plano
paralelo ao eixo i da superficie conica.

Considere-se uma geratriz g qualquer da superficie conica. A geratriz g interseta o plano = num
ponto P da curva [h] e interseta as circunferéncias [c] e [d] nos pontos A e B, respetivamente.
Independentemente da geratriz g, a distancia espacial entre os pontos A e B é sempre a
mesma e é igual a K = AgBg. Assim, em relacéo as distancias espaciais podemos escrever
que PB — PA = K ou, se o ponto P estiver no outro ramo da curva [h], PA — PB = K. Por outro
lado temos PF' = PAe PF" = PB, considerando as distancias espaciais. Isto porque ambos
os segmentos, em cada uma das igualdades, correspondem distancias contidas em retas
tangentes as superficies esféricas conduzidas por P. O que significa que, para qualquer ponto
P pertencente a curva [h] temos PF'—PF =K ou, se o ponto P estiver no outro ramo da
curva [h], PF' — PF' =K. Ora, esta é precisamente a definicao de hipérbole, a curva plana tal

que para qualquer ponto P da curva, a diferenca das suas distancias a dois pontos fixos F’ e F”,
designados focos, é constante.

Mas desta configuracao é ainda possivel deduzir outras propriedades da curva.

PrAz  PRB , -
Para qualquer ponto P, temos P’(*d,’; = % = e. Em que e é a excentricidade da curva que, no

caso da hipérbole, é superiora 1.

_F'F”
@a"n K-

A excentricidade pode ser ainda definida como e =

Em todos os casos estas propriedades relativas a excentricidade podem ser facilmente
comprovadas através de semelhancgas de tridngulos. Uma analise da figura 1.84 permite-nos
ainda perceber que a tangente t e a normal n a curva [h] num ponto P s&o as bissetrizes dos
angulos formados pelas retas PF’ e PF”. Vamos apresentar uma justificagao para o caso da
hipérbole (sugerindo ao leitor que estenda o argumento a pardbola e a elipse) partindo da
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definicdo da curva como o lugar geométrico dos pontos P tais que PF —PF' =K (ou,
dependendo do ramo da curva, PF” — PF' = K).

Suponhamos que areta t ndo é a tangente a hipérbole no ponto P e que a tangente € outra reta

t’ passante pelo ponto P, e contida no plano da hipérbole. Considere-se o ponto F’” como o
reflexo do ponto F” pelareta t’. Considere-se ainda o ponto I resultante da intersecao dareta t’

com areta F’F’”. Neste caso, a diferenga das distancias PF’ e PF” nao é a maior que se pode
obter para um ponto P pertencente a reta t’. Neste caso, a diferenga menor que se pode obter é

IF +IF" porque, sendo F’” o reflexo de F” pela reta t’, IF" = IF"" .Isto significa que existe

outro ponto P’ pertencente a reta t’, e distinto de P, talque PF' — PF"' = P'F' — P'F"". Logo a
reta t’, distinta da reta t, seja qual for, ndo pode ser tangente a curva. Daquiresultaque areta t
€ a tangente a curva no ponto P.

Atividade proposta:

Elabore uma figura que ilustre a justificagéo pela qual a tangente t e a normaln a curva [h]
num ponto P de uma linha cénica sdo as bissetrizes dos angulos formados pelas retas PF’ e
PF”.No caso da hipérbole, considere os dois ramos da curva.

No caso da hipérbole, devemos ainda considerar as assintotas, isto é, as retas tangentes a
curva nos seus pontos improprios. Estas retas sao paralelas a duas geratrizes da superficie
conica, isto é, aquelas a que o plano secante é paralelo. Sdo determinadas através da
intersecao do plano secante com os planos tangentes a superficie ao longo daquelas duas
geratrizes. Também se podem obter considerando o limite do processo da determinagao das
tangentes e normais como bissetrizes das retas PF’ e PF”. As assintotas intersetam-se no
centro da hipérbole.

A hipérbole goza ainda de outra propriedade interessante. Dadas as assimptotas e as tangentes
a curva nos vértices, a distancia do centro da hipérbole aos pontos de intersegao das
assimptotas com as tangentes € igual a distancia do centro aos focos. Esta propriedade pode
ser muito Util no tragado da curva.

Os resultados obtidos com o estudo desta configuracdo constituem corolarios do teorema de
Dandelin. Este teorema afirma que os focos de uma intersecao plana produzida numa
superficie cénica de revolugao sao os pontos de tangéncia, com esse plano, de duas
superficies esféricas igualmente concordantes com a superficie cénica.

O teorema de Dandelin permite mostrar que as intersegdes planas produzidas numa superficie
coénica de revolugao sdo as curvas que conhecemos como a elipse (curva plana cuja distancia
somada de qualquer dos seus pontos aos focos é constante), a parabola (curva plana cuja
distancia de qualquer dos seus pontos ao foco é igual a distancia a diretriz) e a hipérbole (curva
plana cuja diferenca das distancias de qualquer dos seus pontos aos focos € constante). A
circunferéncia é um caso particular da elipse quando a excentricidade é igual a 0. Estas linhas
também designadas por linhas cénicas devido a poderem ser geradas a partir de superficies
conicas.

Atividade proposta:

Sugere-se o estudo do Teorema de Dandelin para os casos em que, a curva [h] é produzida
por um plano paralelo a um plano tangente a superficie cénica (caso da parabola; verifique
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que a parabola apenas tem um foco préprio), e em que a curva [h] é produzida por um plano
obliquo a todas as geratrizes da superficie conica (caso da elipse).

Proceda ainda ao estudo do Teorema de Dandelin no caso da superficie cilindrica de
revolugao.

No caso da superficie cilindrica de revolugao, verifique ainda que a intersegao
circunferencial, que passa pelo eixo menor de uma intersecao eliptica, determina com esta
uma superficie cilindrica obliqua.

Porém o Teorema de Dandelin ndo € extensivel as superficies conicas obliquas de diretriz
circunferencial. A questao que se coloca € a seguinte. Sera que é possivel mostrar que as
intersegoes planas produzidas numa superficie conica obliqua sdo do mesmo tipo das
produzidas numa superficie conica de revolugdo? Adiante veremos que sim.

Mas antes vamos considerar uma superficie cénica [8] obliqua de diretriz circunferencial [c] e
vértice V dada em projecao ortogonal (figura 1.85), e vamos mostrar que nela existem duas
orientacgoes ciclicas, isto &, duas orientagdes de planos que a intersetam segundo
circunferéncias. O eixo i da superficie conica é paralelo ao plano de projegéo.

Fig. 1.85. Orientacdes ciclicas numa superficie conica obliqua de diretriz circunferencial.

Nesta figura, a projegdo da circunferéncia [c] reduz-se a um segmento de reta. Por homotetia,
qualquer intersecao plana na superficie conica produzida por um plano paralelo ao da
circunferéncia [c] é outra circunferéncia. O segmento [AB] é um didmetro da circunferéncia [c]
paralelo ao plano de projecdo. As geratrizes VA e VB de contorno da superficie conica também
séo paralelas ao plano de projecéo. E dada ainda a reta i, bissetriz do angulo ZAVB. A
afirmacgéo que vamos provar é que a linha [c]’, com orientagéo simétrica de [c] em relacéo a
plano projetante da reta i, também é uma circunferéncia contida na superficie cénica [8].
Designemos a reta i por eixo da superficie conica.

A corda da circunferéncia [c], passante pelo ponto P e perpendicular ao didametro [AB], é
também uma corda da curva [c]’. Seja M o ponto de intersegdo desta corda com o didmetro

— —2
[AB]. Como [c] é uma circunferéncia temos AM.MB = PM .

Por outro lado, dada a semelhanca entre os tridngulos [AMA’] e [B’MB], temos ::17” ==
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O que é equivalente a dizer que AM.MB = A'M.MB' = PM7, o que é valido qualquer que seja
a geratriz g e respetivo ponto P. Logo, a linha [c]’ também é uma circunferéncia. Daqui conclui-
se que, numa superficie cénica obliqua de diretriz circunferencial, ha duas orientacdes de
planos que produzem intersegdes circunferenciais. E essas orientagdes, designadas por
orientagoes ciclicas, sdo simétricas em relagédo ao plano projetante do eixo.

Atividade proposta:

Adapte a demonstragédo dada para o caso da superficie cilindrica obliqua de diretriz
circunferencial.

Verifique que quaisquer duas circunferéncias de orientagdes ciclicas distintas sobre uma
superficie cdnica ou cilindrica determinam uma superficie esférica.

Atentemos agora nas configuracdes da figura 1.86. Como numa superficie conica obliqua ha
sempre duas orientagoes ciclicas, € sempre possivel, passar, por projecdo conica, da
configuracao dada na figura 1.86.a para a configuragdo dada na figura 1.86.b, ambas
correspondentes a construgao da circunferéncia por intersegédo de raios homodlogos de dois
feixes de retas congruentes.

=

Feo Fo |Fa Foo

a) b)

Fig. 1.86. Construgao de um ponto de uma circunferéncia por intersegdo de feixes congruentes: a) os feixes tém centros nos
pontos P e Q e retas homologas (ex. PA e QA) intersetam-se a 90° ; b) os feixes tém centros nos pontos P’ e Q’ e retas homodlogas
intersetam-se a B°.

Nessa projegéo, os pontos F’ e G’ correspondem aos pontos de fuga das retas que, na figura
1.86.a, convergem nos pontos impréprios F,, € G,. Numa superficie conica obliqua ou de
revolugéo, aquelas configuragdes (correspondentes a figura 1.86.a) projetam-se para os planos
de qualquer intersecéo (correspondentes a figura 1.86.b). Porém, se as intersecdes deixarem
de ser circunferenciais os feixes deixam de ser congruentes. Mas embora deixem de ser
congruentes, continuam a ser projetivos, devido a invaridncia das razoes anarmoénicas que se
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podem estabelecer para quaisquer quatro raios homadlogos dos dois feixes. Por isso, pode ser
definida uma linha cénica como o lugar geométrico dos pontos de intersecao dos raios
homologos de dois feixes de raios projetivos. Generaliza-se assim a definicao de linha cénica
e verifica-se que, em geral, qualquer intersegao plana produzida numa superficie cénica (ou
cilindrica) obliqua ou de revolucao gera uma linha cénica, ou seja, uma elipse (a circunferéncia
como caso particular), parabola ou hipérbole, para além das cdnicas degeneradas quando o
plano secante passa pelo vértice da superficie conica. Assumindo a invariancia das razdes
cruzadas, € possivel verificar que dada uma qualquer linha cénica como diretrizde uma
superficie conica é possivel nela encontrar intersegoes planas de todos os tipos. Para além
disso, tal como duas intersegdes planas numa pirdmide triangular podem ser projetadas num
terceiro plano dando origem a configuragéo do Teorema de Desargues, também duas
intersegoes planas numa superficie conica podem ser projetadas num terceiro plano dando
origem a uma homologia ou a uma afinidade planas (aplicacado do Teorema de Desargues).
Através destas transformacgdes é sempre possivel relacionar uma circunferéncia e outra linha
conica complanares, ou, de modo mais geral, relacionar duas linhas cénicas complanares.

Vemos ainda que uma elipse ndo tem pontos no infinito, uma parabola tem um, e uma
hipérbole tem dois. As retas tangentes a hipérbole nos pontos do infinito designam-se
assintotas. Dada uma intersegéao coénica hiperbdlica, as assintotas sdo determinadas
intersetando o plano secante com os planos tangentes a superficie conica ao longo das
geratrizes paralelas ao plano secante. Dada uma intersegao parabdlica, o eixo tem a direcdo da
geratriz da superficie cénica contida no plano tangente paralelo ao plano secante.

Como, na afinidade, a reta imprdépria € invariante, nesta transformacao (ou na projecao
cilindrica) duas cénicas afins sdo sempre do mesmo tipo, isto é, uma elipse corresponde uma
elipse, uma parabola corresponde a uma parabola e uma hipérbole corresponde a uma
hipérbole. Este resultado é importante porque permite generalizar propriedades que tenham a
ver com razdes simples. Por exemplo, torna-se facil perceber que numa hipérbole qualquer
secante interseta as assintotas em pontos simétricos relativamente ao ponto médio da corda
correspondente, ou que, numa cdnica, cordas paralelas entre si sdo bissetadas por um
didmetro.

Vamos introduzir a nogéo de polo e polar relativamente a uma linha cénica para definir o seu
centro.

Se recordarmos as figuras 1.15 e 1.16, podemos reconhecer, na figura 1.86.a, por exemplo, que
os pontos F, e C sdo conjugados harmoénicos dos pontos S e R, e que os pontos G, e C séo
conjugados harménicos dos pontos P e Q. E o mesmo, na figura 1.86.b, se verifica entre os
pares de pontos F'e C’, e, S’ e R’; e entre os pares de pontos G’ e C’, e, P’ e Q.

Relativamente a figura 1.86.a, dizemos que o ponto C é o polo da reta imprdépria do plano e,
reciprocamente, a reta imprépria do plano é a polar do ponto C. Dizemos que areta PQ é a

polar do ponto improprio F ., € que este ponto € o polo da reta PQ. Analogamente, dizemos
que areta SR é a polar do ponto impréprio G, € que este ponto é o polo da reta SR.

Verificamos assim que o centro de uma linha cénica é o polo da reta imprdpria do plano. Como,
a parabola é tangente a uma reta improépria, € o seu polo é o ponto de tangéncia imprdprio, nao
faz sentido falar em centro da curva.

No plano de uma linha cénica com centro préprio, duas retas passantes pelo centro da cénica
tém diregbes conjugadas se cada uma delas bisseta todas as cordas paralelas a outra. No caso
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da elipse (e da circunferéncia) dois didmetros conjugados verificam o facto de que as tangentes
a curva nos extremos de um deles sdo paralelas ao outro. No caso da hipérbole apenas uma
das retas interseta a curva. Os eixos de uma coénica sdo dados por um par de didmetros
conjugados perpendiculares entre si.

No exemplo seguinte vemos como podemos relacionar uma circunferéncia e uma elipse de
centro O dada por um par de didmetros conjugados [AB] e [CD].

Fig. 1.87. Construgao de uma elipse [c], dada pelos didametros conjugados [AB] e [CD], através de uma afinidade com uma
circunferéncia [c] .

Sejam dados os didmetros conjugados [AB] e [CD] de uma elipse [c] que se pretende
representar através da determinagéo dos seus eixos principais e focos. Sabe-se que as retas
tangentes a elipse nos extremos de cada um destes didmetros sao paralelas ao outro didmetro.
Deste modo é possivel construir o paralelogramo circunscrito a elipse. De seguida assume-se,
por exemplo, a reta tangente a elipse no ponto D como o eixo e de uma afinidade e constroéi-se
a circunferéncia [c]’, com didmetro igual a AB, tangente a reta e no ponto D = D'. Os pontos 4’,
B’ e C', resultam de desenhar o quadrado circunscrito a circunferéncia [c]’ afim do
paralelogramo circunscrito a elipse. A direcdo a afinidade é dada pela reta 00’.

Os eixos principais da elipse, devem ser perpendiculares entre si, e sdo afins de dois didmetros
conjugados da circunferéncia, também perpendiculares entre si. Isto é, procuram-se dois pares
de didmetros conjugados, relativos a elipse e a circunferéncia, ambos perpendiculares entre si.
Para o conseguirmos, consideramos a circunferéncia de centro I, na intersegado da mediatriz do

segmento [00’] com o eixo e, e raio igual a 10 = 10'. Esta circunferéncia interseta a
circunferéncia [c]’ nos pontos M’ e N’, afins dos pontos M e N. Logicamente as retas O'M’ e
O’N’ sao perpendiculares entre si e as retas OM e ON também sao perpendiculares entre si.
Note-se que tanto o ponto fixo das retas O’M’ e OM, como o ponto fixo das retas O'N’ e ON,
estao no didmetro da circunferéncia auxiliar contido no eixo e. Os pontos M e N determinam-se
a partir dos pontos M’ e N’ conduzindo, por estes, retas paralelas a 00’. O ponto M é extremo
do eixo maior da elipse e o ponto N é extremo do eixo menor da elipse. Conhecidos estes

pontos, os focos séo de facil determinagdo umavez que NF; = NF, = OM. A par dos eixos e
dos focos, a afinidade permite construir qualquer ponto da elipse.
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Atividade proposta:

Uma das vantagens da utilizagédo de ferramentas de desenho geométrico digital é a
possibilidade de automatizar procedimentos. Se estiver familiarizado com alguma
ferramenta de desenho geométrico digital, verifique se essa ferramenta permite implementar
a automatizagdo deste procedimento.

Generalizando, numa cénica, dado um polo X e uma polar y, todas as retas que passam pelo
polo X séo polares de polos contidos na reta y. Um ponto de uma cdénica tem por polar a reta
tangente a conica nesse ponto.

O Teorema de Dandelin permite a ainda mostrar que os focos de uma cdnica sao os polos das
diretrizes.

Dada a superficie de cone obliquo [X] e um plano secante a, para além de determinar a linha
de interseg¢do ponto a ponto, o que é a componente menos interessante do problema, é
importante saber como determinar os seus elementos notdveis, nomeadamente o centro (caso
exista), o eixo e o(s) foco(s), bem como determinar a sua verdadeira grandeza. Vamos resolver
este problema para o caso da intersecéao eliptica (o plano secante nédo passa pelo vértice nem é
paralelo a nenhuma geratriz da superficie do cone). Como este problema pode ser sempre
reduzido ao caso em que o plano secante é projetante, através de um reposicionamento do
sistema de referéncia, vamos considerar um plano secante de topo (figura 1.88). Para além dos
elementos notaveis da elipse, vamos também determinar os pontos da curva que pertencem
as projecgdes dos contornos. Estes pontos sao relevantes porque determinam, nas projecoes, a
passagem de visivel a invisivel no desenho da intersegéo.

Como o plano secante é de topo, a projecao da intersegéo [e] no plano frontal de projecéao é
determinada de forma direta e fica contida em f, entre as projegdes das duas geratrizes de
contorno aparente frontal. Os pontos 4 e B séo os pontos de maior e menor cota da linha [e] e,
por isso, as tangentes a [e] nestes pontos sdo horizontais, mais especificamente, de topo.
Considerando o segmento [AB] como um didmetro conjugado, o par que lhe corresponde sera
o didmetro [CD] de topo passante por 0, ponto médio de ambos os didmetros e centro da
elipse [e]. Obviamente, a projecao frontal dos pontos C e D é direta. Para determinar a projegdo
horizontal destes pontos, conduziu-se um plano horizontal que interseta a superficie do cone
segundo uma circunferéncia. Quando a projecéao horizontal desta circunferéncia interseta a
projecao horizontal da reta de topo passante pelo ponto O, determinaram-se C; e D4,
projegdes horizontais dos pontos C e D, respetivamente. As tangentes a elipse [e] nos pontos C
e D séo paralelas ao segmento [AB]. Temos agora definido um par de didmetros conjugados da
elipse. A projecéo horizontal da elipse [e], que é outra elipse [e];, terd [A{B1] e [C1D4] por
didmetros conjugados. Para determinar a verdadeira grandeza da elipse [e], procedeu-se ao
rebatimento do plano a para o plano xy em torno do seu trago horizontal. Assim, a elipse [e]g
tem por didmetros conjugados os segmentos [AgBgr] € [CgDg]. Em ambos os casos, as elipses
podem ser construidas utilizando o procedimento descrito na figura 1.87. Mas note-se que os
eixos maiores e menores destas elipses ndo sdo correspondentes entre si. Isto &, o eixo maior
da elipse [e]g ndo corresponde ao eixo maior da elipse [e]4, e 0 mesmo em relagéo ao eixo
menor.
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x=far

Fig. 1.88. Resolugéo de uma intersegao elitica produzida por um plano secante na superficie de um cone obliquo.

Para além destes pontos, considerou-se ainda a determinagéo dos pontos I e J comuns a [e] e
as duas geratrizes de contorno aparente horizontal, cuja determinacdo nao levanta duvidas. A
determinacgao destes pontos € direta na projegéao frontal a partir do momento em que se
constrdi a projegao frontal das geratrizes de contorno aparente horizontal. Aimportancia da
determinagédo destes pontos reside no facto de que I, e J; sdo pontos em que a curva [e]y
transita entre a representacao a trago continuo e traco interrompido.

Atividade proposta:

Procure resolver o problema das intersegdes conicas considerando os varios tipos de
superficie (obliqua e de revolugao) e os varios tipos de intersegéao (elipse, parabola e
hipérbole). E em cada uma dos casos procure sempre determinar os pontos dos contornos
aparentes e a verdadeira grandeza da intersegéao incluindo os seus elementos notaveis.

Operacgdes booleanas

As operacdes booleanas devem a sua designacao ao logico e matematico George Boole.
Essencialmente trata-se das operagdes de unido, intersec¢ao e diferenga entre conjuntos. A
unido entre dois conjuntos € um novo conjunto que reune todos os elementos dos dois
conjuntos iniciais; a intersegcao entre dois conjuntos € um novo conjunto que contém apenas
os elementos comuns aos dois conjuntos iniciais; e a diferenga entre dois conjuntos (que néo é

153




uma operagao comutativa) € um novo conjunto que contém os elementos do primeiro conjunto
que nao fazem parte do segundo conjunto. Se pensarmos num sélido como um conjunto de
pontos, a aplicagdo deste tipo de operagdes a interagao entre solidos é de entendimento
imediato. Na figura seguinte ilustram-se os trés tipos de operagéo booleana entre um
paralelepipedo e uma esfera, nomeadamente a unido (figura 1.89.a), a intersec¢ao (figura 1.89.b)
e a diferenca (figura 1.89.c).

a) b) c)

Fig. 1.89. Operagdes booleanas entre uma esfera e um paralelepipedo: a) unido, b) intersegao, c) diferenga esfera-paralelepipedo.

As operagdes booleanas entre sélidos sdo uma das funcionalidades de qualquer ADMG3D. Por
essa razao nao nos deteremos muito sobre a resolugéo pratica de operagdes deste tipo sobre
solidos complexos. Interessa-nos apenas entender alguns principios fundamentais. A primeira
observacao que se pode fazer é que a resolucao de qualquer dos casos implica a intersegéo de
superficies. Se ambos os sélidos contiverem apenas faces planas, em ultima analise o
problema reduz-se a determinacao de retas de intersecao entre planos. Se s6 um dos sélidos
tiver faces planas, o problema é equivalente a determinar intersegdes entre planos e
superficies de outro tipo. Por fim, se ambos os sélidos forem delimitados por superficies nao
planas, entdo temos um problema geral de intersecao de superficies. A intersegéo entre duas
superficies quaisquer pode ser entendida como uma generalizagdo da intersecao entre dois
planos. A este respeito, e com maior profundidade, voltaremos mais tarde na PARTE Il deste
trabalho. Mas seja qual for o caso, sempre que operarmos através da geometria plana,
procedimento tradicional da geometria descritiva, a estratégia passa sempre por considerar um
conjunto de superficies auxiliares que nos facilitem a determinagéo grafica de pontos da linha
comum as superficies dos sdlidos relativamente aos quais pretendemos efetuar a operagéao
booleana.

Por agora trataremos alguns casos que, pela sua simplicidade e disposicdo espacial, ndo
carecem de grandes explicagdes tedricas. Sdo apenas exemplos e ndao esgotam o tema de
forma alguma.

Atividade proposta:

Repita, através de esbogos, o esquema da figura para outros pares de sélidos. Este exercicio
ajuda-lo-a a desenvolver capacidades de visualizagéo.
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Um dos sdlidos tem arestas projetantes

Vamos considerar o exemplo da subtragédo produzida numa piramide por um prisma com
arestas projetantes. No exemplo da figura 1.90.a as arestas do prisma s&o de topo. Deve
observar-se que se um dos sélidos for um prisma, € sempre possivel, através de mudancgas de
planos de projecgao, transformar a diregéo das arestas laterais do mesmo até serem
projetantes.

Uma vez que as arestas laterais do prisma sao de topo, também as suas faces laterais sao
perpendiculares ao plano zx. Deste modo a construgao das varias intersegoes de planos fica
facilitada uma vez que € direta na projecao frontal. No exemplo da figura consideramos dois
planos horizontais auxiliares, a e §, um dos quais, o plano f8, passante por uma das faces do
prisma. Utilizdamos ainda como planos auxiliares os planos de topo € § passantes por duas
faces laterais do prisma. A resolugéao grafica da questao nao levanta questdes novas e por uma
questao de clareza grafica ndo notamos os vértices das novas arestas que resultam das
operacodes de intersecao de planos. Apenas se requer algum esforgo sistematico de
visualizagao para representar corretamente o sdlido final de acordo com o critério de se tratar
de uma subtragéo.

(fa)

(fe)

>

/

Q
N’

Fig. 1.90. Subtragao produzida numa piramide por um prisma com arestas de topo: a) dados, b) resolugao e resultado final.

Atividade proposta:

Considere pares de so6lidos em condigdes similares as descritas e resolva os varios tipos de
operagao booleana.

155



Um dos sdlidos é delimitado por superficies curvas

Vamos considerar o caso de uma unido entre um cone de revolugdo de base horizontal e um
paralelepipedo com faces horizontais, frontais e de perfil (figura 1.91). Face a disposigao do
paralelepipedo relativamente ao cone, é possivel concluir que, da linha comum as superficies
dos dois solidos, fazem parte dois trogos de duas hipérboles (porque dois dos planos das faces
do paralelepipedo sao paralelos, cada um deles, a duas geratrizes da superficie do cone), um
troco de circunferéncia (porque o plano da face superior do paralelepipedo é perpendicular ao
eixo da superficie do cone), dois trogos de geratrizes da superficie do cone (porque o plano da
face de menor afastamento do paralelepipedo passa pelo eixo do cone), e ainda dois
segmentos de reta fronto-horizontais e um segmento de reta de topo, na face de menor cota do
paralelepipedo.

Fig. 1.91. Unido entre um cone de revolugao de base horizontal e um paralelepipedo com faces horizontais, frontais e de perfil.

A determinacédo das projecdes de um ponto qualquer de uma das hipérboles, por exemplo o
ponto I, pode ser obtida considerando a sua pertenga a uma linha da superficie cone passante
pelo ponto, por exemplo a geratriz g ou a circunferéncia de nivel [n]. Como a hipérbole [k] esta
contida num plano de perfil e o eixo da superficie do cone é vertical, na projecéo frontal pode
aplicar-se o Teorema de Dandelin para determinar os seus focos, dos quais se determinou
apenas um, G. Um dos vértices, U, é de determinagéo direta na projegao no plano zx e no
plano xy. A hipérbole [k] (da qual se considerou apenas um dos ramos e um dos focos)
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aparece representada em verdadeira grandeza na projegao no plano yz. As assintotas da
hipérbole [k] sdo paralelas as geratrizes de perfil da superficie do cone e, na projecédo [k],’ no
plano yz, correspondem as proje¢coes daquelas geratrizes de perfil.

De forma anéloga, determina-se um dos focos, F, e um dos vértices, V, da hipérbole [h]. Esta
aparece em verdadeira grandeza na projecao [h], no plano zx. As assintotas da hipérbole [h]
sao paralelas as geratrizes frontais da superficie do cone, e na projecao [h], no plano zx,
correspondem as projecoes daquelas geratrizes frontais.

Note-se que se os planos das hipérboles forem obliquos aos planos de projeg¢éo, os seus focos
e vértices nao correspondem aos focos e vértices das hipérboles projegao.

Atividade proposta:

Considere pares de sélidos em condigdes similares as descritas e resolva os varios tipos de
operacgao booleana.

Os dois sélidos sao delimitados por superficies curvas

Finalmente vamos considerar o caso de uma intersecao entre dois sélidos em que ambos séo
delimitados, pelo menos parcialmente, por superficies curvas (figura 1.92), para o efeito uma
esfera e um cilindro de revolugéo de eixo horizontal. O recurso a uma terceira projegcédo permite
o controlo da representacao do cilindro e, nesta projecao, a intersecao é imediata uma vez que,
relativamente a esta projecao, as geratrizes sdo projetantes.

Para resolver a intersegao utiliza-se um feixe de planos auxiliares paralelos as geratrizes do
cilindro. Deste modo, as intersegdes que produzem na superficie do cilindro sao retas. A
escolha para este feixe pode ser variada. Os planos podem passar todos por uma reta, por
exemplo pelo eixo do cilindro, ou podem ser todos paralelos entre si. No caso em apreco,
considerou-se um feixe de planos horizontais. Cada plano interseta a superficie esférica
segundo uma circunferéncia horizontal e a superficie do cilindro segundo uma ou duas
geratrizes. Para cada um destes planos de nivel, os pontos da linha comum as superficies do
cilindro e da esfera, encontram-se nas interse¢cdes destas linhas. De entre os planos que se
podem conduzir, devemos eleger sempre aqueles permitem determinar pontos nos contornos.
Esses planos sédo os dois planos horizontais tangentes a superficie do cilindro (permitem
determinar os pontos das geratrizes de contorno aparente frontal), e o plano horizontal
passante pelo eixo do cilindro (permite determinar os pontos das geratrizes de contorno
aparente horizontal). Para além destes casos, é ainda importante construir as projecdes, caso
existam, dos pontos que pertencem ao contorno aparente da esfera, isto €, que pertencem a
circunferéncia maxima contida no plano frontal passante pelo centro da esfera. Isto significa
intersetar esta curva com a superficie do cilindro. A intersecado do plano desta curva com a
superficie do cilindro corresponde a uma elipse [e], cujo semieixo menor mede o mesmo que o
raio do cilindro, e é dado pelo segmento [CM], e cujo semieixo maior é dado pelo segmento
[CN]. Assim, estes pontos (ndo notados no desenho) resultam da intersecdo da elipse [e] com
a circunferéncia de contorno aparente frontal.
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Fig. 1.92. Intersegao entre uma esfera e um cilindro de revolugdo com eixo horizontal.

Atividade proposta:

Considere pares de sélidos em condigfes similares as descritas e resolva os varios tipos de
operacao booleana.

Aplicacao das transformacdes geométricas

Em geometria descritiva as transformacgdes geométricas podem ser utilizadas como recurso
auxiliar da representacédo, como forma de manipular as figuras geométricas no espago e como
forma de resolver problemas. Com este pressuposto em mente, nesta secgao vamos dar
exemplos variados da utilizagao das transformacgdes geométricas. Nao se trata de fazer um
estudo sistematico das transformagdes geométricas mas sim dar pistas sobre a sua utilidade
que possibilitem ao leitor encetar uma investigagdo mais aprofundada. O tema das
transformacgdes geométricas voltara a ser abordado na PARTE Il deste texto.

Atividade proposta:

Procure idealizar situagdes problematicas que dependam de uma transformagéao geométrica
ou de uma combinacgao de transformagdes geométricas para a sua resolugao.
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Rotacéo

Arotagcao é uma transformagao geomeétrica que ja tivemos oportunidade de explorar. O
rebatimento é um caso particular de uma rotagdo. Mesmo a mudanca do sistema de
coordenadas pode ser interpretada como uma rotacao. No exemplo seguinte vamos utilizar
uma sequéncia de rotagdes para resolver a posicdo de uma dada figura no espago.

Seja dada uma diagonal [AC] de um quadrado [ABCD] de que se sabe que o vértice B tem cota
Ocm (figura 1.93). Pretende representar-se um cubo [ABCDEFGH] de que o ponto B é o vértice
de menor cota. Considerem-se as coordenadas (5,4,3) e (1,7,1) paraos pontos A e C,
respetivamente.

for /| €,=€"

0 1cm
o——0

e_i2

X=P g
e,
C=(e)=Cxg;
ha ,// haR

Fig. 1.93. Utilizagao sistematica de rotagdes para resolver a construgdo de um cubo.

Dados os pontos 4 e C, sabe-se que os pontos B € D devem estar contidos num plano
perpendicular a reta AC, passante pelo seu ponto médio, pertencendo o ponto B ao seu trago
horizontal h,. Considerando um eixo e vertical passante pelo ponto C, é possivel transformar a
reta AC numa reta frontal, e’ = AzrCy. Considerando agora o eixo e’, e possivel considerar uma
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rotacdo do quadrado [ABCD] que o deixa na posigéo vertical. Desta rotagédo apenas se
representou a projecéo frontal do vértice D rodado, isto é, o ponto Dgr,. O comprimento

Dpgi,C, dé-nos averdadeira grandeza das arestas do cubo. Considerando um eixo e” de topo
passante pelo ponto C, é possivel rodar o ponto Dgr, até que o arco da sua rotagéo intersete o
eixo x no ponto Bg,. A distancia do ponto By, até a linha de chamada do ponto C corresponde
ao comprimento da projegéo horizontal da aresta [BC] (e da aresta [AD]). Assim, rodando o
ponto B em torno do eixo e, é possivel encontrar o ponto B quando o arco da rotagao
intersetar a reta h,. Note-se que ha duas posigdes possiveis para o B, tendo sido considerada
apenas uma delas. Determinado o ponto B, por paralelismo determina-se também o ponto D.

Precisamos agora de construir as arestas perpendiculares ao plano do quadrado [ABCD]. Para
o efeito representaram-se duas retas passantes pelo ponto M, centro do quadrado [ABCD], ne
f, uma horizontal e outra frontal, ambas contidas no plano do quadrado. A partir destas duas
retas foi possivel determinar as projegdes de uma reta p perpendicular ao plano do quadrado e
passante pelo vértice B. Efetuando uma rotagao desta reta em torno de um eixo e’ de topo
passante pelo ponto B, coloca-se esta reta na posigao horizontal, pg, sobre a qual se
representa o ponto Fgr» uma vez que é conhecida a verdadeira grandeza do comprimento das
arestas. Efetuando agora a contra rotagédo determina-se o ponto F e, comisso, aresta [FB].
Estando representada esta aresta, as outras sdo de simples determinagao por serem paralelas
a esta aresta e com 0 mesmo comprimento.

Translacao

A translacéo corresponde a uma deslocagdo com um dado comprimento, sentido definido,
numa dada direcao.

No exemplo da figura 1.94 pretende-se representar um cubo com 3. 5c¢m de aresta, com faces
horizontais e verticais. Esse cubo deve ter duas arestas, da face de menor cota, contidas numa
superficie semicilindrica [B] dada acima do plano xy. O eixo e da superficie € uma reta contida
no plano xy a 60°, abertura para a esquerda, com o eixo x. A diretriz € uma semicircunferéncia
[c] frontal com 2. 5cm de raio e afastamento Ocm. As posi¢des da superficie cilindrica e do
cubo (a parte da sua orientacéo) sao arbitrarias.

Como se sabe que as duas arestas que devem estar contidas na superficie cilindrica tém de ter
a mesma cota e distar entre si 3. 5cm, comecga-se por efetuar uma translacédo de 3. 5cm da
diretriz [c] na diregdo horizontal normal & diregao das geratrizes da superficie cilindrica. O
sentido desta translagao é indiferente. O resultado é a semicircunferéncia [c’] (da qual se
representou apenas a projecéao horizontal). De seguida, efetua-se nova translagédo A da
semicircunferéncia [c’], na diregdo das geratrizes da superficie cilindrica, até esta ficar contida
no plano zx. O resultado é a semicircunferéncia [c”]. Pelo ponto G, de intersegéo das
semicircunferéncias [c] e [¢”], passa a geratriz g da superficie cilindrica que devera conter uma
das arestas do cubo. Como a primeira translagéo teve o valor de 3.5cm, a geratriz g pode ser
considerada como a translagdo de uma geratriz j também contida na superficie cilindricae a
mesma cota. Logo, a outra aresta do cubo esta contida na geratriz j. Arbitradas as posigoes de
duas arestas nas geratrizes g e j, procedeu-se a construgdo das projegdes do cubo (cujos
vértices ndo estdo notados no desenho). Na verdade, apds construida a face inferior do cubo,
pode considerar-se que a face superior € obtida por translagido de 3. 5cm, na diregéo vertical e
sentido ascendente, da face inferior.
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Fig. 1.94. Utilizacao sistematica de translagdes para resolver a construgdo de um cubo.

Reflexo

O reflexo é a transformacgao que, na linguagem corrente, se costuma designar por simetria ou
simetria bilateral. Porém, esta designacédo nao deve ser usada porque o termo simetria tem
outro significado em geometria. O reflexo pode ser efetuado a partir de um ponto central, a
partir de um eixo, ou a partir de um plano. No exemplo que vamos dar consideramos o caso
tridimensional. Assim, em termos praticos, dada uma figura qualquer, o seu reflexo
relativamente a um plano é outra figura cujos pontos estdo a igual distancia do plano mas no
outro lado do mesmo.

Considere-se o tridangulo equildtero [ABC] com 3cm de lado de que se conhecem as
coordenadas (0, 6,0) do ponto A4, vértice de maior afastamento e menor abcissa. Sabe-se que
o lado [AB] é de topo. O triangulo [ABC] é a face, de menor cota de um tronco de prisma. As
arestas obliquas que incidem nos pontos A4, B e C, tém projegéao frontal a 70° com o eixo x,
abertura para a esquerda, e projecao horizontal a 60° com o eixo x, abertura para a direita. O
vértice B’, da aresta [BB’], tem 2cm de afastamento. Os pontos médios das arestas [44'],
[BB’] e [€C’] definem um plano a perpendicular a estas arestas. Pretende-se a construgdo das
projecdes do tronco de prisma (figura 1.95).

Da descricao fica evidente que as duas bases do tronco de prisma, [ABC] e [A'B’C’], sdo o
reflexo uma da outra por relagédo ao plano «. Fez-se uso de uma terceira projecdo num plano
relativamente ao qual as retas AA’, BB’ e CC’ sado paralelas. Nesta projecédo a conducgao do
plano a é imediata, ficando representado pela reta f’, passante pela projecdo M, do ponto
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médio da aresta [BB’]. Conduzida a reta f’,, a determinacgao dos restantes vértices da base
[A’B’C’] é simples, bem como o completamento das restantes projecgdes.

O reflexo também pode ser estudado como efeito visual. Por exemplo, ao observarmos uma
superficie refletora, um espelho, temos a impresséao de visualizar um mundo simétrico daquele
em gue nos encontramos. Geometricamente isso pode ser representado através desta
transformacéo.

Fig. 1.95. Construgédo de um tronco de prisma utilizando o reflexo.

Homotetia

A homotetia € uma transformacao de escala a partir de um ponto fixo. O ponto fixo é o centro
da homotetia. A escala é definida por um fator diferente de zero, podendo ser positivo ou
negativo. No exemplo seguinte vamos ilustrar como a homotetia pode ser utilizada para
resolver problemas espaciais.

Seja dada a superficie cénica de revolugéo [w] definida pelo seu vértice V e diretriz [c] de
centro C. Seja dado ainda um ponto P interior a superficie cénica. Pretende conduzir-se pelo
ponto P uma superficie esférica [a] concordante com a superficie cénica (figura 1.96).

A superficie esférica pretendida devera ter uma circunferéncia em comum com a superficie
conica, ao longo da qual, todos os planos tangentes a uma sao tangentes a outra (condigao de
concordéancia). Todas as superficies esféricas concordantes com a superficie cénica séo
homotéticas a partir do vértice V. Isto &, é possivel transformar cada uma delas em cada uma
das outras utilizando um fator de escala apropriado. Mas mais importante, consideradas duas
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superficies esféricas homotéticas, ha uma correspondéncia entre cada ponto de uma e cada
ponto da outra. Pontos correspondentes incidem sobre uma reta passante pelo centro da
homotetia, neste caso, pelo vértice V.

Assim, se conduzirmos uma superficie esférica [a@'] qualquer, de centro O’, concordante com a
superficie cénica, devera haver nesta superficie um ponto P’ correspondente ao ponto P dado.
E esses dois pontos definem uma reta PP’ passante pelo vértice V. Como a homotetia preserva
o paralelismo, teremos ainda que a reta O’P’ serd paralela a reta OP. Temos assim o caminho
aberto para a resolucao do problema.

Fig. 1.96. Construgdo de uma superficie esférica concordante com uma superficie cénica de revolugéo através da utilizagéo de
uma homotetia.

Note-se que a reta VP interseta a superficie esférica [a’] em dois pontos, P’ e P”. Isto significa
que ha duas solugdes possiveis para o problema, das quais podemos selecionar qualquer
uma. Assim, escolhemos a que corresponde ao ponto P’. No processo de resolucéo
considerdamos a rotagao da reta VP, até ficar horizontal, em torno de um eixo de topo (nao
identificado no desenho) passante pelo vértice V. Deste modo fica facilitada a determinacéo da
intersegao da reta com a superficie esférica, que se resolve no contorno aparente horizontal.
No desenho néao estao representadas a linhas de concordancia entre as superficies esféricas e
a superficie conica.
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Afinidade

Ja tivemos alguns exemplos da utilizagao da afinidade, por exemplo no caso da determinagéao
das projecgoes e verdadeira grandeza de uma secgao conica elitica. Devemos ainda ser capazes
de identificar a afinidade na operacao de rebatimento de uma seg¢ao produzida por um plano
num prisma ou de um cilindro. Neste caso, a afinidade estabelece-se, por exemplo, entre uma
projecao da seccao e o seu rebatimento no plano dessa projecao (desde que a projegcao nao se
reduza a um segmento de reta). O que vamos ver agora € que esta transformagao também pode
ser utilizada para resolver problemas espaciais.

Sejam dadas as projecdes horizontais de trés arestas [AB], [AD] e [AE] de um paralelepipedo
incidentes no seu vértice A de menor cota. Sabe-se que as cotas dos pontos B e D sao iguais
entre si e a metade da cota do ponto E. A cota do vértice G, de maior cota do paralelepipedo, é
conhecida e é dada pelo plano horizontal a. Pretende representar-se as projegdes do sélido
nos planos xy e zx (figura 1.97).

(f.)

(fo)

Fig. 1.97. Representacéo de um paralelepipedo através da utilizagdo de uma afinidade.

Como sdo dadas as projegoes horizontais de trés arestas incidentes num vértice, a construgao
da projecéao horizontal do paralelepipedo executa-se facilmente considerando o paralelismo
entre as arestas. Encontrada a projecéo horizontal do vértice G, a projecao frontal determina-se
sobre f,.

Como apenas se conhecem as relagdes entre as cotas dos pontos B, D e E, constroéi-se a
projecao frontal de um paralelepipedo que admita a projegao horizontal ja construida e que
tenha as cotas dos vértices B’, D’ e E’, correspondentes aqueles, na relagdo dada. As
projecdes frontais destes pontos podem ser quaisquer desde que se respeite a relagédo entre as
cotas. A partir destas projecoes constrdi-se a projegao frontal de um paralelepipedo afim do
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paralelepipedo pretendido. Note-se que o vértice G’ desse paralelepipedo tem de pertencer a
reta vertical que passa por G. A afinidade que relaciona os dois paralelepipedos tem o plano xy
como o lugar geomeétrico dos pontos fixos da transformagéo. A diregao da transformagéo é
vertical. De modo informal, € como se o espacgo encolhesse na diregao vertical enquanto o
plano xy se mantém fixo. Nesta transformagéo o plano horizontal & corresponde ao plano
horizontal a’. Assim, a determinag&o de um vértice do paralelepipedo pretendido, por exemplo
F, faz-se conduzindo a reta G'F’, determinando o seu ponto fixo no plano xy, pelo qual passa a
reta FG. A projecéo frontal do ponto F esta na mesma linha de chamada das projecdes do
ponto F’. Os restantes pontos determinam-se de forma idéntica. Como a afinidade preserva o
paralelismo para cada dire¢céo de retas, pode tirar-se partido desse facto na determinagéo dos
outros vértices. Graficamente temos uma afinidade de eixo x entre as projecdes frontais dos
dois paralelepipedos. E a diregao ortogonal a x, no desenho, corresponde a diregao desta
afinidade.

Homologia

Enquanto que na afinidade todos os pontos correspondentes sao ligados por retas paralelas
entre si, no caso da homologia os pontos correspondentes séo ligados por retas concorrentes
num ponto, o centro da transformacéao. Esta transformacgédo, em geral, ndo preserva o
paralelismo. Continua a haver um plano como lugar geométrico dos pontos fixos. Agora, ao
plano improéprio correspondera um plano paralelo ao plano dos pontos fixos. Tal como a
afinidade no espaco, também a homologia no espaco pode ser utilizada para resolver
problemas tridimensionais.

O exemplo que se segue é inspirado na cenografia. Vamos definir uma forma que parece outra
maior quando observada de um dado ponto de vista 0. Trata-se do tema da perspetiva
acelerada ou espaco acelerado. Neste caso (figura 1.98) pretende transformar-se a forma dada
de modo a que a forma homoéloga fique entre os planos a e . Apenas estao representados os
vértices necessarios para suportar as explicagdes essenciais quanto a resolugao da questao
(figura 1.99).

Sendo a = a’, e ndo sendo nenhum destes planos passante pelo ponto 0, verifica-se que se
trata do lugar geométrico dos pontos fixos da transformagéo. Isto &, os pontos contidos neste
plano coincidem com os seus transformados, porissotemos A= A'e B = B'.
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Fig. 1.98. Objeto a transformar em fungéo do ponto de vista O e dos planosa = a', B e B'.

Por outro lado esta definida a relagdo entre os planos B e B'. Conduzindo as retas OC e OD,
determinam-se os pontos C’ e D’ na intersegéo destas retas com o plano B’. O plano horizontal
passante pelos pontos D e F é transformado num plano de topo passante pelos pontos D’ e F’,
e a reta de topo comum a estes dois planos é também comum ao plano a = a’. Do mesmo
modo, o plano horizontal passante pelo ponto C é transformado no plano de topo passante
pelo ponto C’, e a reta de topo comum a estes dois planos é também comum ao plano a = a’'.
Embora, em geral, a homologia ndo preserve o paralelismo, se as retas forem paralelas ao
plano fixo, este é preservado. Porisso areta F'E’ é paralela a reta FE. O ponto E’ determina-se
conduzindo a reta OE e intersetando-a com a vertical passante pelo ponto F’. Os restantes
pontos determinam-se de forma idéntica, tirando partido, sempre que possivel dos pontos fixos
da transformacéo.
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Fig. 1.99. Objeto transformado em fungéo do ponto de vista O e dos planosa = a', B e B’

Planificagbes

Intuitivamente, pode entender-se a planificagdo como uma operagao geométrica que permite
transformar, num plano, uma superficie ndo plana sem introduzir “pregas” ou “rasgos”. E claro
que nem todas as superficies sao planificaveis. Por exemplo a superficie de uma esfera ndo
pode ser transformada num plano sem a “rasgar”. Se esta operacao for possivel para uma
superficie entdo as dimensdes e as inclinagoes relativas dos elementos nela contidos sao
preservados. Para uma superficie ser planificavel deve ser regrada, isto &, gerada pelo
movimento de uma linha reta, embora esta condigao nao seja suficiente. A planificagao esta
relacionada com o conceito de curvatura gaussiana de uma superficie, a ser estudado mais
tarde na PARTE Il deste texto.

Por agora vamos considerar apenas a planificagédo das superficies dos poliedros regulares, de
piramides, de prismas, de cones e de cilindros. E vamos entender a planificagéo das
superficies dos cones e dos cilindros como casos limite da planificagédo das superficies de
piramides e prismas, respetivamente.
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A planificagdo tem uma aplicagao pratica obvia que se relaciona com a produgao de objetos
tridimensionais a partir de materiais que sdo disponibilizados em chapas planas ou enroladas.

a) b)

AVAVARRIIV, (g .
C) d)

Fig. 1.100. Planificagcdes das superficies dos poliedros regulares.

Comecemos com uma passagem pela planificacao das superficies dos poliedros regulares.
Conhecendo o comprimento da aresta de um poliedro, a planificagao consiste num arranjo
consistente de poligonos regulares. Na figura 1.100 acima deixamos, sem identificagdo, uma
possibilidade de planificagdo para cada um dos poliedros regulares.

Atividade proposta:

Identifique o poliedro regular que corresponde a cada uma das figuras dadas. Para cada um
dos poliedros regulares, procure alternativas a configuragcéo da planificagdo. A partir da
planificacdo construa uma maquete fisicas de cada um dos poliedros regulares, por exemplo
em cartolina.

Vamos agora estudar o caso de uma pirdmide reta de base quadrada contida num plano frontal
(figura 1.101).

Como a base da pirdmide esta contida num plano frontal, as arestas da base estao
representadas em verdadeira grandeza na projecao frontal. Porém, nenhuma das arestas
laterais da piramide se apresenta em verdadeira grandeza em nenhuma das projegdes.
Considerando um eixo e de topo passante pelo vértice C, rodou-se a aresta [V C] até a posigao
horizontal, ficando assim a sua verdadeira grandeza dada pela projecéo horizontal [Cr1V 1]
Como todas as faces laterais da piramide sao tridangulos isésceles iguais, a planificagédo reduz-

se a construgéo de quatro destes tridngulos, em que dois dos lados medem Cg1Vgy =V'C'eo
outro lado mede, por exemplo, A,D, = A’'D'. Depois acrescenta-se um quadrado de lado igual
a Azl)z = A,D,.
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Fig. 1.101. Planificagao da superficie de uma piramide reta de base quadrada contida num plano frontal.

O caso do prisma reto é mais simples. Por exemplo, se a base estiver contida num plano
frontal, entdo as arestas laterais sdo de topo, estando a verdadeira grandeza dada pela
projecao horizontal das mesmas. Assim, a planificagao reduz-se a construgao de um conjunto
de retadngulos adjacentes em que dois dos lados tém o comprimento das arestas laterais da
piramide e os outros dois tém o comprimento do lado do poligono da base. Na figura da
planificacao, a estes retdngulos acrescem dois poligonos iguais aos da base do prisma.

Também o caso da superficie do cilindro de revolugcao é muito simples. A planificacado da
superficie lateral do cilindro reduz-se a um retangulo em que dois dos lados medem 27mR,
sendo R o raio da base do cilindro, e os outros dois medem o comprimento das geratrizes da
superficie do cilindro. Na figura da planificacao, a este retdngulo acrescem dois circulos iguais
aos das bases do cilindro.

O caso da superficie do cone de revolucao também é de resolugdo muito simples. A
planificagdo da superficie lateral do cone corresponde a um setor circular subtendido por um
anguloa = 360°(R/G), em que R é o raio da base do cone e G € o comprimento das geratrizes
da superficie do cone. Na figura da planificagao, a este setor circular acresce um circulo igual
ao circulo da base do cone.

Vejamos agora o caso da superficie de uma piramide obliqua de base octogonal regular
horizontal (figura 1.102).
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Fig. 1.102. Planificacdo da superficie de uma piramide obliqua de base octogonal regular contida num plano horizontal.

O primeiro passo para obter a planificagao é a determinagéo da verdadeira grandeza das
arestas. Em relacdo as arestas da base, a verdadeira grandeza é dada pela projecéo horizontal
porque a base esta contida no plano xy. Em relagéo as arestas incidentes em V, verifica-se que
as arestas [VH] e [V G] se apresentam em verdadeira grandeza na projegao frontal porque sao
paralelas ao plano zx. Verifica-se ainda que ha duas faces verticais, [VHG] e [VDE], que o
plano [VBF]| é um plano de simetria da piramide por reflexdo, de onde, as arestas e faces de um
lado tém as mesmas dimensodes das do outro lado. Para determinar a verdadeira grandeza das
arestas que ndo sao paralelas a nenhum dos planos de proje¢éo, consideraram-se rotagcdes em
torno de um eixo e vertical passante pelo vértice V. Nestas rotagdes as arestas foram
colocadas paralelas ao plano zx pelo que a projecao frontal das arestas rodadas representa a
sua verdadeira grandeza. Construir a figura da planificagdo equivale a construir as verdadeiras
grandezas dos tridngulos das faces da piramide, o que é um exercicio trivial. Na figura da
planificagdo, aos triangulos acresce o octégono correspondente a base. Note-se que os
angulos, que fazem entre si as arestas, por exemplo a e 8, se mantém na planificagdo. Note-se
ainda o facto de que os pontos F’ e A’ estdo em lados opostos emrelagdo areta G'H'.Eo
mesmo sucede para os pontos F’ e C’ em relagéo areta E’'D’. O que ha de particular nesta
situacéo é o facto de os planos [VHG] e [VDE] serem verticais e, por isso, perpendiculares ao
plano da base da pirdmide.

O caso do prisma obliquo tem poucas diferengas. A primeira diferenga reside no facto de que
todas as arestas laterais ttm o mesmo comprimento. A segunda diferenga tem a ver com o
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facto de as faces laterais serem paralelogramos em vez de tridngulos. Por fim, como néo existe
um vértice V no qual incidam todas as arestas laterais, € necessario considerar um plano g,
perpendicular as arestas laterais, que interseta a superficie do prisma segundo uma linha cuja
transformada é uma linha reta. Esta linha transformada funciona como uma referéncia a partir
da qual se marcam as distancias d, d’, d” e d””’. Por uma questao de conveniéncia considerou-
se frontal a direcdo das arestas laterais do prisma (figura 1.103).

s /

¢

Fig. 1.103. Planificagao da superficie de um prisma obliquo de bases octogonais regulares contidas em planos horizontais.

Note-se que através de uma mudanga do sistema de coordenadas é sempre possivel colocar
as arestas laterais do prisma paralelas ao plano de projecéo. A semelhanca do caso da
piramide obliqua, a verdadeira grandeza das arestas das bases esta representada na projecéao
horizontal das mesmas. Assim, construir a verdadeira grandeza das faces laterais do prisma é
um exercicio simples. Note-se que os angulos, que fazem entre si as arestas, por exemplo @, se
mantém na planificagdo. Note-se ainda o facto de que os pontos F’ e A’ estdo de lados opostos
emrelacao dreta G’'H'. E o mesmo sucede para os pontos B’ e E’ emrelacdo areta C’'D’. O que
héa de particular nesta situacgdo é o facto de planos verticais dos segmentos [HG] e [CD] serem
planos de faces laterais do prisma perpendiculares aos planos das bases. Tal como no caso da
piramide, o entendimento deste facto tera importéncia na determinagéo dos pontos de inflexao
das transformadas das linhas que delimitam as bases de cones e cilindros.

Nos casos das superficies do cone obliquo e do cilindro obliquo nédo ha solugao grafica exata. A
forma de proceder consiste em considerar uma aproximagao piramidal ao cone e uma
aproximacao prismatica ao cilindro resolvidas nos exatos termos dos casos acima tratados
(figura 1.104).
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a) b)

Fig. 1.104. Planificagao da superficie de um cone obliquo (a) e de um cilindro obliquo (b).

No caso do cone obliquo (figura 1.104.a), para além de todas as geratrizes que se quiser
considerar na aproximacao a superficie piramidal, héd a considerar quatro geratrizes principais.
As geratrizes [VA] e [VB] séo as geratrizes de menor e maior extensédo da superficie do cone,
respetivamente. As retas t, e tg tangentes a circunferéncia do circulo da base nos pontos A e
B, respetivamente, sdo perpendiculares a estas geratrizes. As geratrizes [VK] e [V]] séo
geratrizes de contacto entre a superficie conica e planos tangentes perpendiculares ao plano
da base. Estes planos tangentes intersetam o plano da base segundo as retas ty e tj tangentes
a circunferéncia do circulo da base. Estas tangentes formam com as geratrizes
correspondentes angulos de amplitude a que se mantém na planificagdo. Acresce que, pelo
teorema de Olivier, os pontos K e J sdo os pontos de inflexdo da linha transformada da
circunferéncia do circulo da base por planificacdo da superficie lateral do cone. A justificacao
deste teorema pode ser facilmente entendida se considerarmos a planificagédo da superficie do
cone como um caso limite da planificacdo da superficie de uma pirdmide com o numero de
faces a tender para o infinito. O caso da planificagao da superficie do cilindro obliquo (figura
1.104.b) é em tudo semelhante e pode ser encarado como um caso limite da planificagédo da
superficie de um prisma com o numero de faces a tender para o infinito. A aproximagao sera
tanto melhor quanto maior o numero de faces da piramide ou prisma que forem utilizadas. No
entanto, em termos praticos, ha um ndmero razoavel que depende das dimensdes e escala do
desenho.
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Atividade proposta:

Represente varias piramides, prismas, cones e cilindros e proceda a planificagao das suas
superficies. Pode ainda considerar intersegdes planas produzidas nas superficies desses
solidos ou operagdes booleanas. E se for o caso, na planificagao deve considerar as linhas
transformadas correspondentes a essas intersegdes. De seguida construa modelos fisicos
correspondentes aos casos que estudou.

Aplicacdes da MPO (incluindo a DPO e sistema cotado)

As aplicagdes que vamos considerar ndo sdo exaustivas mas correspondem a situagdes que se
podem encontrar na pratica na representagao em arquitetura ou design. Até aqui, todas as
representagdes seguiram de forma mais ou menos rigida as convengdes dos métodos das
projegoes. Porém, atingida uma certa familiaridade com esses métodos, podemos agora

libertar-nos de algumas amarras e tratar a representagdo de um modo mais flexivel, porém
rigoroso.

Composicao de volumes

O cerne da atividade do arquiteto € a organizagédo do espago. E para organizar o espago &
preciso dar forma aos seus limites. Também o designer ou o engenheiro tem na manipulagao
das formas parte do cerne da sua acao. E isso é feito através da geometria e das operacoes
geomeétricas que temos vindo a descrever.

Na figura 1.105 estao representadas trés projegcdes de uma composicao de quatro volumes.
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Fig. 1.105. Composigdo de volumes e aproximacao do desenho de arquitetura através de Planta e Algados.
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Esta composicao pode ser interpretada como uma unido dos volumes. O volume A é
delimitado por quatro faces planas e uma superficie cilindrica parabdlica. Os volumes Be C
podem ser interpretados como prismas. E o volume D corresponde a um quarto de cilindro de
revolucao.

Os desenhos da figura 1.105 nao sdo verdadeiramente desenhos de arquitetura. Porém estao
incorporadas algumas convencgdes e elementos que fazem uma aproximacgéao a esse tipo de
desenho e que passamos a discutir sem com isso querermos entrar nos detalhes do Desenho
Técnico de Arquitetura ou de Design. E estamos convencidos que o aprofundamento da
representagcao técnica deve evoluir a par e passo com o estudo dos sistemas construtivos e
com a sua aplicagao no projeto. Nao é por isso uma matéria estrita da geometria descritiva
embora se possam estabelecer algumas pontes iniciais.

A projecao horizontal esta referida como Planta e as projecdes produzidas em planos verticais
estao identificadas como Al¢ados. Na planta estao referenciados os alcados com A1 e A2
junto de simbolos que representam tanto o sentido da projegdo como a propria localizagédo dos
planos da projecao (na verdade, os planos de projecao podem ter localizagao indefinida,
embora estas localizagbes correspondam sempre a planos de corte/sec¢éo). A mesma coisa
acontece nos algados em que esta referenciada a planta com P1 junto de um simbolo. A planta
e os alcados estao representados de forma articulada para permitir a transposicdo mais direta
de informacéo de entre eles. O que se passa nas plantas propaga-se para os al¢cados e vice-
versa.

Sob os algados aparece uma trama representada com tracejado. Isto acontece assim porque
um objeto arquitetdnico nao flutua, isto é, esta sempre assente num terreno. Assim, o que o
tracejado representa é a secgao nesse terreno, neste caso hipoteticamente considerado
horizontal. E uma vez que na representagao dos algados se considera que ha uma secgéo no
terreno, na representacao de arquitetura, os algados também sao Cortes, isto €, num algado
deve considerar-se que ha sempre um plano que produz uma secgao no terreno, e esse plano
pode ser considerado como o plano de projecao do algado. Por isso, a linha de corte esta
representada com uma espessura superior.

Estes desenhos contém cotagem. A cotagem é uma representacao das medidas do objeto que
visa, em ultima anélise, possibilitar a implantagédo do objeto no terreno com vista a uma
construgao. Essas medidas devem ser as necessarias e as suficientes para permitir um
entendimento das dimensdes do objeto. A cotagem representa medidas lineares, angulos e
cotas de nivel. As cotas de nivel, ou cotas altimétricas, estdo representadas nos algados (e
cortes) sobre um simbolo triangular, e na planta dentro de um pequeno retangulo. Nao hd uma
conveccao Unica para estas representacoes. Espera-se que o leitor, se for estudante de
arquitetura, possa adotar a convencao que melhor sirva os propdsitos da representacao. Pode
familiarizar-com com as convengdes através da leitura e analise de desenhos de arquitetura,
exercicio que se recomenda.

O desenho contém também umas linhas a pontilhado que visam representar o completamento
de algumas linhas de intersecao ou elementos notdveis dos elementos sob representagéo
como eixos de elipses ou da parabola do volume A. Estas linhas ndo sdo estritamente
necessarias num desenho final mas ajudam a perceber a natureza dos segmentos
representados explicitamente.
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Embora a discussao tida com este exemplo se aproxime mais do universo da arquitetura e até
da engenharia, com pequenas adaptacoes € aplicavel ao design.

Mas, mas importante que tudo isso, esta representagao € um desenho de geometria descritiva
com todas as operagdes geomeétricas que a sua producgdo implicou. Nao nos devemos deixar
distrair pelas roupagens ligeiramente diferentes relativamente aos desenhos que
apresentamos até aqui. E sobretudo ndo devemos deixar que essas roupagens levem o leitor a
pensar que este tipo de representagao esta fora do &mbito da geometria.

Embora a arquitetura e o design possam ter uma dimensao escultdrica mais formal, no caso
especifico da arquitetura, o foco é o espaco. As formas so6 existem para o configurar e
conformar. Os volumes do exemplo anterior, se de arquitetura se tratasse, jamais seriam
macicos. Haveria espaco interior. No exemplo seguinte (figura 1.106), focamo-nos nessa
dimenséao mais espacial.
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Fig. 1.106. Composig¢éo de volumes e aproximacédo do desenho de arquitetura através de Planta e Cortes.

E importante mencionar que a representagcdo em corte obedece a algumas convencgdes que é
importante notar. O corte € como se fosse uma truncagem do objeto. Porém essa truncagem
apenas se representa num dos elementos desenhados, aquele em que o plano que secciona é
o plano de projecéo (ou paralelo ao plano de projegao). Também por essa razdo, num corte a
secgao aparece sempre em verdadeira grandeza. O que se refere ao corte, aplica-se de igual
modo a planta. Nestes desenhos utilizou-se o pontilhado para representar elementos aguém
do plano do corte, e o trago interrompido para representar elementos invisiveis para além do
plano do corte. Neste exemplo, a planta corresponde a um corte produzido por um plano a cota
2.5m e o sentido da vista é de cima para baixo. Se o sentido da vista fosse de baixo para cima,
o elemento grafico designar-se-ia por planta de teto.

Sintetizando, a composic¢ao de espagos e volumes ocupa uma percentagem significativa do
trabalho do arquiteto, do designer ou do engenheiro. E a geometria descritiva é a disciplina em
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que as operagodes que ela requer podem ser estudadas, analisadas e entendidas. E vemos que
arepresentagao contém sempre uma dimenséo que vai para além das operagdes geométricas.
Trata-se de um conjunto de simbolos (por exemplo setas que indicam sentido de subida de
escadas, simbolos para assinalar a localizagédo dos cortes, cotagens, anotagoes, legendas,
tramas com significados variados, diferentes tipos e espessuras de linhas com significados
distintos, entre muitas outras coisas) que sédo proprios da linguagem da disciplina em que nos
inserimos, seja a arquitetura, o design ou as engenharias.

Atividade proposta:

Utilizando como repertorio as figuras geométricas estudadas, proponha composigoes de
trés ou quatro e represente-os através de projegcoes. Note que as projecdes ndo devem ser
escolhidas ao acaso. Deve eleger as projegdes que sao, de alguma forma, Uteis para ajudar
na resolucéo dos problemas espaciais como as interseg¢des. Por exemplo, uma projecao que
coloque de topo as geratrizes da superficie de um cilindro facilita a resolugao de qualquer
intersegcao com esse cilindro.

Procure, por exemplo em revistas ou na internet, exemplos de desenhos de arquitetura ou
design e procure descodifica-los tanto do ponto de vista da simbologia utilizada bem como
da reconstituicao de uma imagem mental tridimensional dos edificios que estao
representados.

Modelagao de coberturas com superficies de pendente constante

Um subtopico da composi¢ao de volumes € a resolucao de coberturas de edificios. Mais
concretamente a resolugéo de coberturas com superficies de pendente constante (ou
variavel). Um problema tipico corresponde a definir o volume de uma construgéao através do
seu contorno, dado em planta, especificando as cotas dos vértices desse contorno, e
indicando a pendente que a cobertura deve ter (125% neste caso), conforme a figura 1.107.
Neste caso é ainda dada a cota altimétrica do nivel sobre o qual assenta o edificio. O que
significa que a altura do edificio € 7.5m.

9.0

0 5m
UA=1m

declive = 125%

9.0

PLANTA 9.0 1.50 9.0

Fig. 1.107. Limite de um edificio dado em planta, a cota do nivel em que assenta, as cotas de arranque da cobertura, e a pendente
da mesma.

Uma vez que a pendente é constante e as cotas dos vértices do poligono limite da cobertura
séo todas iguais, assume-se que o limite é horizontal. Isso significa que estdo dadas as
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diregbes das retas de nivel das faces da cobertura. Conhecendo o declive, pode calcular-se o
intervalo a que devem estar espacadas, em proje¢ao horizontal, as retas de nivel da cobertura.
Aresolucao do volume da cobertura é obtida através das intersegdes mutuas entre planos que
incidem nas retas a cota 9m (figura 1.108). O tracado das retas de nivel destes planos é muito
simples. Trata-se apenas de conduzir retas paralelas aos lados do poligono considerando a
distancia 0. 8m correspondente ao intervalo calculado para a pendente dada. As intersegdes
resolvem-se através da determinagao de pontos de intersecdo entre as retas de nivel dos varios
planos. Em boa verdade, utilizamos os planos horizontais, relativos a graduacao das faces da
cobertura, como planos auxiliares. E a resolug&o pode sertoda levada a cabo na projecéao
horizontal, isto é, na planta.
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Fig. 1.108. Resolugao da cobertura, em planta.

No caso seguinte, as cotas do poligono envolvente da cobertura ndo sao todas iguais e o
volume da cobertura é vazado interiormente, o que leva ao aparecimento de um novo poligono
interno (figura 1.109). Adicionalmente, parte do perimetro da cobertura é curvo.
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Fig. 1.109. Limite de um edificio dado em planta, a cota do nivel em que assenta, as cotas de arranque da cobertura, e a pendente
da mesma.
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O limite da cobertura que contém a parte curva estd a uma cota menor, o que levara a que
parte da cobertura desse lado seja limitada pelo plano vertical a. Na parte em que a cobertura
exceder a cota 9. 0m, vai avancgar sobre a cobertura do volume adjacente. Nos casos em que o
limite do arranque da cobertura nao é horizontal, conduzir os planos das faces da cobertura por
esses limites equivale a resolver um problema de tangéncia entre plano e superficie conica de
revolugdo. Apos estarem determinadas as linhas de nivel das varias superficies da cobertura,
resolvé-la significa determinar as linhas de intersegao entre as mesmas. Observe-se que parte
da cobertura sera uma superficie cénica tangente a duas faces planas (figura 1.110). E neste
caso, como o limite da cobertura esta a cota 5. 5m, a primeira linha de nivel, a cota 6m, dista
do limite da cobertura, em projecgao, uma fragao do intervalo proporcional a diferenga de cotas,
neste caso, metade do intervalo.
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Fig. 1.110. Resolugao da cobertura, em planta.

Atividade proposta:

Defina varias configuracdes correspondentes a limites de edificios. As cotas dos vértices do
poligono limite podem ser todas iguais ou podem variar. As pendentes das varias superficies
da cobertura podem ser todas iguais ou podem variar. Resolva as coberturas e determine as
verdadeiras grandezas das faces planas da mesma e, no caso de ter considerado superficies
planificaveis, determine também a verdadeira grandeza dessas superficies. Pode ainda
representar os sélidos finais obtidos através de projecdes em planos frontais, isto é, algados.
Finalmente, construa modelos fisicos dos volumes obtidos, por exemplo em cartolina.

Modelagao de terrenos

Em arquitetura, raramente o local em que assenta uma construgéo é exatamente plano. Isso
implica que o local de implantagédo de um edificio tenha de ser modelado para acomodar o
novo volume. Isso pode ser feito dos mais variados modos.

Como os terrenos nao tém definicdo geométrica, a sua representagao € sempre dada através
de uma aproximacéao por curvas de nivel. Localmente, uma curva de nivel pode ser sempre
interpretada como a intersegéo produzida numa superficie topogréfica (terreno) por um plano
horizontal a uma dada altura ou cota.
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Embora extravase um pouco o ambito estrito da geometria descritiva, fazemos aqui algumas
consideragdes sobre a representacdo de terrenos, que sdo mais proprias da geografia.
Genericamente, a designagéo da representagado de um terreno, mais ou menos extenso, faz-se
através de plantas (escala maior ou igual a 1/10.000), cartas (escala entre 1/25.000 e
1/100.000) e mapas (escala inferior a 1/100.000). A classificacao néo é estanque e pode variar
ligeiramente de autor para autor. No contexto da arquitetura interessam-nos as plantas.
Escalas comuns de trabalho variam entre 1/1000 e 1/100. Escalas superiores, por exemplo 1/50
ou 1/20, sao utilizadas para pormenorizagao.

Como uma planta é a representacdo de um terreno e o terreno existe algures no mundo, é
comum declarar-se numa planta a sua localizacéo e orientacéo, através de um sistema de
coordenadas normalizado. Por exemplo, em Portugal utiliza-se o sistema de coordenadas
retangulares ETRS89/PT-TMO06. Este sistema tém dois eixos de coordenadas planimétricas
designados por Perpendicular e Meridiana. Intuitivamente, a Perpendicular corresponde ao
eixo x, e a Meridiana aponta aproximadamente para Norte e corresponde ao eixo y. As
coordenadas planimétricas de um ponto sao dadas pela distancia a Meridiana (M) e pela
distancia a Perpendicular (P), como se fossem as coordenadas X e Y. As coordenadas
planimétricas acresce a coordenada altimétrica (H) que representa uma altitude ortométrica
tendo por referéncia o nivel médio das aguas do mar, em relagao a uma referéncia
preestabelecida. No caso portugués é o datum altimétrico do marégrafo de Cascais. A
coordenada H corresponde a coordenada Z. Na figura 1.111 ilustra-se este sistema de
coordenadas que tem a sua origem num ponto préximo do centro geodésico de Portugal.

(P+)

(22| 10q. ¢

Perpendicular /
) Q| 4qQ b

{ Meridiana

Fig. 1.111. llustracdo do sistema de referéncia ETRS89/PT-TM06.

Este sistema divide o territério portugués em quatro quadrantes. Por exemplo, a zona de Lisboa
fica no terceiro quadrante o que implica que as coordenadas planimétricas em Lisboa sejam
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sempre negativas. Ndo importa agora entrar em detalhes (o que faremos na PARTE Il deste
texto). Mas importa perceber que as plantas de dois locais distintos nunca apresentam as
mesmas coordenadas planimétricas

Estas explicacdes tém apenas o objetivo de alertar o leitor para alguns cuidados que deve ter
quando precisa manipular informacgéo que lhe é transmitida neste sistema de coordenadas,
sobretudo se lhe for dada em formato digital. A primeira regra € nunca deslocar os elementos
de sitio. Isso altera-lhes as coordenadas e pode fazer-lhe perder o vinculo geografico.

No nosso caso, no contexto da geometria descritiva, interessa-nos mostrar que ha uma
analogia entre o sistema cartesiano de coordenadas retangulares que temos vindo a usar e
este sistema de referéncia. Isto deve-nos levar a concluir que se era possivel utilizar aquele
sistema como base para a representacao de figuras e operagcdes geométricas, 0 mesmo deve
ser possivel em relagao a este. Ou seja, quando em arquitetura trabalhamos vinculados a um
sitio, ndo é por isso as operagdes que realizamos deixam de ter um caracter geométrico.

Na figura seguinte temos uma representacgao tipica de um terreno (ficticio). Os dois pontos
indicados na parte inferior da planta tém as suas coordenadas planimétricas expressas no
sistema ETRS89/PT-TM06. A porcao de terreno representada tem altitude ortométrica
aproximadamente entre os 16m e os 28.21m, cota do ponto mais alto assinalado.
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Fig. 1.112. Representagéo de um terreno em planta no sistema ETRS89/PT-TM06.

Uma leitura tipica de um terreno passa por identificar as linhas de talvegue (linhas de agua), as
linhas de festo (cumeeira), as elevagdes (pontos mais elevados do terreno onde o plano
tangente é horizontal) e as depressoes (pontos menos elevados do terreno onde o plano
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tangente é horizontal). Também & possivel classificar as formas dos terrenos segundo um léxico
préprio, porém ndo nos preocupamos com isso no ambito deste texto.

Atividade proposta:

Represente na planta dada as linhas de festo e talvegue, e identifique elevagdes e
depressodes, caso existam. Repita o exercicio para outras representagdes de terrenos em
planta.

O que vamos mostrar no exemplo da figura seguinte € uma situagao que tipica as operagdes de
aterro e escavacao que se podem utilizar para acomodar a implantagcao de uma plataforma
num terreno. Numa escavagao ha remogéao de terreno; num aterro ha aposicéo de terreno ao
terreno existente. Neste caso temos duas plataformas, uma a cota 23m e a outra a cota 21m.
Temos ainda uma ligagdo em rampa entre as duas plataformas. Pretende-se acomodar as
plataformas ao terreno através de operacdes de escavacao e de aterro.
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Fig. 1.113. Resolugao da implantagao de plataformas num terreno através de escavagdes e aterros.

O primeiro passo na resolugéo passa por determinar a intersegao dos limites das plataformas
com o terreno. Analisando as cotas das plataformas, os pontos 4, B e C sao de determinagao
direta. Os pontos A e B resultam da intersecéo do limite da plataforma, a cota 21m, com a
curva de nivel a cota 21m. De forma analoga, o ponto C resulta da intersegcao do limite da
plataforma, a cota 23m, com a curva de nivel a cota 23m. Ja o ponto D resultou da intersecéo
do limite da rampa com o terreno. Como a rampa é plana, o ponto D pertence a linha de
intersegao entre o plano da rampa e o terreno. Note-se que esta linha de intersegao (a
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pontilhado no desenho) em geral nao é reta porque o terreno nao é plano. O que estes quatro
pontos tém de especial é permitirem dividir o limite das plataformas (incluindo a rampa) em
trogos que, face a configuragao inicial do terreno, estdo acima ou abaixo deste. No sentido anti-
horario, o troco entre A e B esta acima do terreno, o troco entre B e C esta abaixo do terreno, o
troco entre C e D estd acima do terreno, e o trogo entre D e A esta abaixo do terreno.

Para introduzir a nova forma, dada pelas plataformas e rampa, é necessario recorrer a
operacdes de escavacao ou de aterro. Naturalmente, escava-se para retirar matéria e aterra-se
para colocar matéria. Estas operagdes dao origem a superficies que ligam os limites das
plataformas (incluindo a rampa) ao terreno. Estas superficies designam-se por taludes. Os
taludes podem resultar de operagdes de aterro ou escavagao. Se os limites das plataformas
forem retos, os taludes sao planos. No caso do limite dado por um semicircunferéncia, os
taludes resultantes tém a forma de superficie conica. A especificagcdo dos taludes é dada
através da imposicao de um declive. No exemplo da figura considerou-se uma pendente
constante de 200% a que correspondeu um intervalo de 0. 5m. A intersegdo das superficies
dos taludes com o terreno € uma curva que interpola os pontos de intersegao das suas curvas
de nivel com as curvas de nivel do terreno. A intersecao entre superficies de taludes adjacentes
€ um exercicio trivial de intersegao entre superficies definidas pelas suas curvas de nivel.

No caso da forma a implantar ter um contorno curvo nao horizontal, a superficie do talude fica
definida como a envolvente de uma familia de superficies cdnicas de revolugéo de eixo vertical
que tém os seus vértices sobre aquele contorno (figura 1.114).
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Fig. 1.114. Resolugao da implantagdo de um caminho rampeado curvo.
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O primeiro passo na resolugao do problema é a determinagéao da intersegcao da superficie da
forma a implantar com a superficie do terreno. No exemplo da figura, essa intersecao é dada
pela parte da curva [i] compreendida entre os pontos A4 e B, correspondendo estes as
intersecoes dos limites da forma curva com o terreno. Estes pontos marcam a transicéo entre
escavacgdes e aterros. A linha [i] obtém-se intersetando as linhas de nivel da forma curva com
as linhas de nivel do terreno. Para efeitos praticos foi suficiente determinar a porgéo da linha [i]
entre as cotas 21m e 23m. Para determinar o tracado das curvas de nivel dos taludes, apds
especificagao da pendente, que neste caso foi de 200%, e a que corresponde o intervalo de
0.5m, consideraram-se superficies conicas de revolugao de eixo vertical e geratrizes com
pendente 200%, com vértices nos pontos de cota inteira dos limites da forma a implantar.
Cada uma dessas superficies conicas € intersetada, pelos planos de nivel de cota inteira,
segundo circunferéncias de cota inteira. As linhas de nivel dos taludes devem ser tangentes as
essas circunferéncias. Determinadas as linhas de nivel, a intersegéo das superficies dos
taludes com o terreno faz-se nos mesmos termos do exemplo anterior.

Note que, por vezes, a determinacéo das interseg¢des entre o terreno e os limites das formas a
implantar pode ser resolvida de modo eficiente através de um perfil. Na pratica, um perfil € um
corte produzido na superficie do terreno por uma superficie plana vertical ou cilindrica de
geratrizes verticais. No caso de ser uma superficie cilindrica, a representacao do perfilimplica
a sua planificagao.

Atividade proposta:

Utilizando a planta dada, ou outra planta qualquer, crie situagdes idénticas as aqui
estudadas e resolva os taludes de escavacgao e aterro.

Movimento

No contexto deste ponto interessa-nos mostrar que nem todas as aplicacdes da geometria
correspondem a situagdes estaticas. Por exemplo, num edificio, uma porta varre um volume de
espacgo no seu movimento. Para ela funcionar livremente, esse volume tem de estar
desimpedido, isto €, nenhum outro objeto o pode ocupar. Um candeeiro de secretaria com trés
articulagOes pode, em poténcia, ocupar uma determinada regido. Fixada uma articulagao, o
extremo da seguinte pode ocupar parte de uma superficie esférica cujo raio corresponde a sua
extensdo. Um elemento saliente na superficie lateral plana de uma roda sujeita a rolamento
descreve uma roullete. Os exemplos séo incontaveis. Uns sdo mais simples e outros mais
complexos. Mas mesmo os mais complexos podem ter um tratamento grafico aproximado.
Vamos dar dois exemplos.

No primeiro caso (figura 1.115), imagine-se um retangulo vertical em que os seus lados
verticais podem deslizar sobre duas linhas horizontais a e b perpendiculares entre si. Nesse
movimento, o retangulo envolve uma superficie cilindrica cuja diretriz € uma curva designada
astroide. A astroide é uma curva da familia das roulletes. Na figura seguinte limitamo-nos a
representar um conjunto de posigdes sucessivas do retdngulo dadas em projecgao horizontal
pelos segmentos [A;B;] de comprimento constante. Imaginando um movimento continuo, o
leitor conseguira visualizar mentalmente a linha que representa a superficie cilindrica. No
desenho, essa linha devera ser tangente a todos os segmentos desenhados. Repare que um
movimento uniforme do ponto 4 ndo corresponde a um movimento uniforme do ponto B.
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No segundo caso (figura 1.116), imagine-se um mecanismo em que uma haste de comprimento

fixo AC pode deslizar sobre uma articulagao O de modo a que outro ponto B fixo na haste pode
deslizar numa calha a. O ponto A4, sujeito a estas restrigdes, desloca-se descrevendo uma
curva [c] designada conchoide.

Bn 82 B1 BOEAn

Fig. 1.115. Movimento de um retangulo vertical sobre duas linhas horizontais a e b, em projegao horizontal.

Fig. 1.116. Mecanismo que gera uma curva designada conchoide.

Atividade proposta:

Estude variantes dos exemplos dados. Em relacdo ao primeiro exemplo experimente variar a
inclinacao entre as retas a e b. Em relacdo ao segundo exemplo imagine que em vez de ter
um segmento de reta [4;C;] tem uma reta 4;0. Como se estende a curva [c]? E se variar a
posicéo do ponto 4; relativamente ao ponto B;? Imagine outros mecanismos e procure
visualizar que linhas ou superficies podem ser geradas.

Sombras

Na natureza, existem sombras porque existe luz. A luz ao incidir sobre a superficie dos corpos é
parcialmente refletida por estes. As reflexdes podem ser de varios tipos desde as puramente
especulares até as puramente lambertianas. A luz refletida volta a incidir noutros corpos num
corrupio de reflexdes em multiplas diregdes. Um corpo € mais ou menos iluminado consoante
ainclinacéo dos raios luminosos relativamente a sua superficie. Ha corpos que ocluem a
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passagem da luz e com isso impedem-na de chegar a outros corpos. Nesse processo, as suas
formas podem ser recortadas nesses outros corpos definindo zonas iluminadas e zonas
sombreadas. A atmosfera também produz efeitos na forma como os corpos sao iluminados. E
acima disto tudo ha que contar com as cores € as texturas dos materiais. O percurso aparente
do sol, fonte de toda a luz natural no nosso planeta, nao € igual em todos os pontos do globo
terrestre. Assim sendo, parece que o fendmeno da luz e da sombra é particularmente rico e
complexo. E de facto assim é.

Atualmente, toda a fisica desse fendmeno pode ser simulada em toda a sua riqueza e
complexidade através das ferramentas de modelagao tridimensional. Se assim &, qual é a
pertinéncia de considerar o estudo das sombras como uma parte da geometria descritiva, e em
particular, através dos seus métodos tradicionais de desenho bidimensional?

O nosso ponto de vista é que o entendimento dos principios geométricos basicos subjacentes
ao fendmeno das sombras permite uma simulagéao rapida, através do desenho, do efeito da luz
sobre os corpos que é facilitador da leitura e entendimento espacial das situagdes
representadas, e apresenta utilidade nos processos de ideagcdo, por exemplo em arquitetura.
Assim, para o que nos interessa para ja, o calculo de sombras nao é mais que a aplicagao de
operacoes ja estudadas anteriormente. Entre estas encontram-se as tangéncias, as
intersecdes de planos, as intersec¢des planas e, eventualmente, as intersegdes entre
superficies conicas ou cilindricas com outro tipo de superficies. Vamos apenas considerar uma
pequena parte do fendmeno que consiste na determinagao e separacao de zonas iluminadas e
em sombra de objetos sujeitos a uma fonte de luz direta. Por isso, ndo vamos considerar
reflexdes, efeitos atmosféricos ou gradientes nas superficies. Esses aspetos seriam de
tratamento moroso através de procedimentos graficos bidimensionais e os resultados pouco
adiantariam as capacidades que se podem desenvolver através da pratica do desenho de
observacao. Na verdade, pensamos que este tema pode ser um pretexto para cruzar a
disciplina do desenho, dito artistico, com o desenho, dito geométrico.

L

Fig. 1.117. Mecanismo que gera uma curva designada conchoide.
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Assim, esquematizando, considere-se uma fonte luminosa L e dois corpos, uma esfera [X] a
flutuar no espago e um tronco de prisma [A] assente numa superficie horizontal a (figura
1.117).

A partir da fonte luminosa emana uma infinidade de raios luminosos LA,LB, .., Ln.
Relativamente a superficie da esfera, ha uma superficie cénica de vértice L concordante com a
superficie esférica ao longo da circunferéncia [c], separatriz luz/sombra. A partir da linha [c], a
superficie conica separa um espacgo iluminado de um espago nao iluminado (zona a
pontilhado na figura). Se ignorarmos a esfera, algo idéntico acontece com o prisma. Mas agora,
em vez de uma superficie conica, temos uma superficie piramidal de vértice L. A superficie
piramidal é rasante a superficie do prisma ao longo de algumas das suas arestas. O conjunto
dessas arestas define também uma linha separatriz luz/sombra. A sombra produzida pelo
conjunto sobre a superficie horizontal a € a reunido das duas regides que ficam definidas na
intersecao desta superficie horizontal com as superficies conica e piramidal. Se a fonte
luminosa estivesse a distancia infinita, em vez de superficie cénica e superficie piramidal,
teriamos superficie cilindrica e superficie prismatica, respetivamente. Se estas duas regides se
intersetarem, o que acontece no caso ilustrado na figura, isso significa que um dos sélidos,
neste caso a esfera, produz sombra sobre o outro, o prisma. O recorte da sombra produzida da
esfera sobre o prisma é dado pela intersecao da superficie conica com os planos das faces do
prisma. Se considerassemos a esfera e o prisma como um conjunto, poderiamos referir-nos a
esta ultima sombra como sombra autoproduzida. Das superficies que nao recebem luz direta,
por nao estarem orientadas para a fonte luminosa, diz-se que estdo em sombra prépria. Deve
distinguir-se o caso em que uma superficie ndo recebe luz direta devido a sua orientagao
(sombra propria) do caso em que uma superficie ndo recebe luz direta porque ha um corpo que
se interpbe (sombra produzida ou sombra autoproduzida). Reduzindo tudo isto a figura
elementar, a sombra de um ponto 4 sobre uma superficie [f] € o trago, Ag, produzido na
superficie [B] pelo raio luminoso I passante pelo ponto A. Vemos que as sombras ndo sdo mais
que projecdes conicas ou cilindricas.

No caso da aplicacao das sombras em arquitetura pode ter interesse considerar a localizagao e
orientacao geografica do edificio. Deste modo, pode simular-se a diregdo luminosa numa dada
coordenada temporal e geografica. Isso pode ser extraido de uma carta solar. De uma carta
solar extraem-se dois angulos, um referido ao plano horizontal de referéncia, designado por
azimute, e outro relativo a pendente da diregdo luminosa, designado por altura. No caso da
utilizacao de ferramentas de modelacao tridimensional, normalmente esta é uma
funcionalidade embebida na aplicagéo.

Outro caso € a utilizagao de sombras com diregdo luminosa convencionada. Nestas situacdes
0 objetivo é quase perspético. Isto é, a utilizacdo de sombras visa facilitar o entendimento da
volumetria dos objetos representados num desenho e ndo simular uma condigéo especifica da
direcdo luminosa condicionada por uma dada localizagéo.

Por exemplo, em arquitetura, é comum considerar uma direcdo luminosa a 45° com o plano da
projecao. No caso de uma representagcado em planta (projecéo horizontal) isto torna facil inferir
as alturas dos objetos, como vemos no exemplo da figura 1.118, em que que assumiu apenas
um nivel de implantagéo aproximadamente horizontal. De entre os edificios assinalados com
as letras A, B e C, consegue facilmente perceber-se que esta é a ordem crescente das suas
alturas. Em relagéo ao volume assinalado com a letra D percebe-se que tem uma parte central
mais elevada com cobertura inclinada e uma zona vazada no meio. Em relagcéo ao aglomerado
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assinalado com a letra E, percebe-se que se trata de um conjunto de edificios mais baixos com
cobertura inclinada. Note-se que a escolha do tom de cinzento nas manchas correspondentes
as sombras ndo obedece a nenhuma regra especifica. A titulo de exemplo assinaldmos as
alturas de alguns pontos dos volumes que se podem ler na sombra produzida no plano
horizontal de referéncia. A diregdo luminosa € arbitraria mas poderia ter sido extraida de uma
carta solar. Claro gue nesse caso, a pendente seria diferente de 100%. Ai, o objetivo seria
simular com precisdo o comportamento das sombras num determinado local atendendo as
volumetrias presentes.

Fig. 1.118. Exemplo da representagdo de sombras numa planta atendendo a uma diregdo luminosa com pendente de 100%.

No exemplo seguinte (figura 1.119) apresentamos o calculo das sombras de um volume
adossado a duas superficies planas, uma frontal a, assumida como a superficie de menor
afastamento, e outra horizontal 8, assumida como a superficie de menor cota. O volume é
delimitado, para além das superficies planas a e B, por seis faces planas (quatro de perfil, uma
frontal e uma horizontal), trés superficies cilindricas (duas com eixo vertical e uma com eixo de
topo), e um quarto de superficie esférica concordante com a superficie cilindrica com eixo de
topo.

Existe um troco de sombra prépria e autoproduzida na zona da superficie cilindrica com eixo de
topo concordante com o quarto de superficie esférica. Existe um trogo de sombra propria e
autoproduzida na zona, a direita, das faces de perfil e superficie cilindrica com eixo vertical. E
existe ainda um trogo de sombra produzida sobre as superficies planas a e f3.

Interessa-nos detalhar a forma como as sombras foram determinadas e salientar que as
operacodes realizadas séo, para todos os efeitos, aplicagcdes das operagdes de intersecdo de
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que falamos anteriormente. Uma vez que as explicagdes seguintes se referem a este exemplo
especifico, o que se espera do leitor é que consiga entender os principios com o objetivo de
conseguir aplica-los mais tarde em contextos similares. Note que as projegdes nao estao
distinguidas com os indices 1 e 2 como habitualmente, isto porque se entende que nao ha
risco de confundir uma proje¢do com a outra.

Comecgando pelo ponto B, a sombra determina-se pela interse¢ao da reta luminosa que o
contém com a superficie cilindrica de diretriz [a]. A projeg&o frontal deste ponto é de
determinacao direta e a projegao horizontal permite-nos constatar que a sombra do ponto B
esta, de facto no trogo de superficie cilindrica que delimita o volume dado. Jd a sombra do
ponto D nao se encontra nesta superficie cilindrica, mas sim na superficie esférica.

Projecao
horizontal

[e]

Projegao
frontal

Fig. 1.119. Determinacéo das sombras de um volume adossado a duas superficies planas [a] e [#] dada uma diregdo luminosa L.

Se se encontrasse nesta superficie, seria dada pelo ponto D’ que, estd fora dos limites da
superficie cilindrica enquanto delimitadora do objeto dado. Assim, a sombra do ponto D, isto é,
o ponto Dg, esta contida no quarto de superficie esférica. Para determinar o ponto Dy,
considerou-se o plano de topo, paralelo a diregdo luminosa, passante pela aresta [BD]. Este
plano interseta a superficie esférica segundo uma circunferéncia [e] de centro no ponto P. A
projecao frontal desta circunferéncia reduz-se a um segmento de reta (porqué?) e a projegao
horizontal é uma elipse cujo semieixo maior é dado pela projegao horizontal do segmento [PQ],
cujo comprimento é igual ao da projecgao frontal do segmento [BQ]. Desta elipse interessa-nos
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o trogo (o0 menor deles) compreendido entre Cg e Dg que é sombra da porgéo da aresta [BD],
entre os pontos C e D. A porgao entre os pontos B e C tem sombra sobre a superficie cilindrica,
e como a sua diregdo é a mesma das geratrizes, o segmento [BgCg] € paralelo ao segmento
[BC].

Relativamente a esta parte, prosseguimos para a determinacdo da sombra da porgcédo (a menor
delas) da circunferéncia horizontal [b] de centro O’, entre os pontos D e E. O ponto E,
coincidente com a sua sombra E, € determinado conduzindo um plano vertical paralelo a
direcdo luminosa tangente a superficie esférica. A sombra do arco compreendido entre os
pontos D e E corresponde a sua projegao sobre a superficie esférica. Note-se que esta
projegdo corresponde a um arco de uma circunferéncia maxima [f] da superficie esférica, isto
porque, sendo [f] a projecédo de [b] (também uma circunferéncia maxima da superficie
esférica) sobre a superficie esférica a partir da diregdo I, em termos praticos, as curvas [f] e [b]
correspondem as diregdes ciclicas da superficie cilindrica projetante de [b] sobre a superficie
esférica. O ponto Dg é um ponto de tangéncia entre as circunferéncias [e] e [f]. Para
determinar o ponto ¥, ponto de maior cota da circunferéncia [f], comegou por determinar-se
lg', na projecéo horizontal (correspondente ao rebatimento do plano luminoso em torno da sua
reta horizontal passante por 0’), apés o que se conduziu, pelo ponto Y’ uma paralela a esta
reta, resultando no ponto Y sobre a projecéo horizontal de [b]. A distancia m corresponde a
cota do ponto Y relativamente ao plano horizontal da circunferéncia [b] (porqué).

Finalmente, resta-nos a determinacédo da sombra da porgao (a menor delas) da circunferéncia
frontal [a] compreendida entre os pontos 4 e B. O ponto A determina-se conduzindo um plano
de topo, paralelo a diregao luminosa, tangente a superficie cilindrica com eixo de topo. A
sombra do arco compreendido entre os pontos A e B esta contido na projegéo, segundo a
diregdo luminosa, da circunferéncia [a] sobre a superficie cilindrica com eixo de topo. A
projecao da circunferéncia [a] corresponde a uma elipse [d] (porqué?) de semididmetros
conjugados [0S] e [OT]. A distancia do ponto § ao plano frontal do ponto A é dada pelo

comprimento UV em que, na projecao frontal, SV é paralela a lg (porqué?).

No que concerne a parte direita do sélido, a sombra do ponto F nao é mais que o trago, no
plano B, da reta luminosa que o contém. A sombra da aresta [FG] esta contida no trago
horizontal do plano luminoso vertical que a contém. A sombra [FgH] é paralela a aresta [FH|
(porqué). O arco de circunferéncia da circunferéncia [c] tem uma parte de sombra no plano f8 e
outra parte no plano a. A parte do plano 8 é circunferencial (porqué?) e a parte do plano 8 é
eliptica (porqué?). As restantes sombras determinam-se de forma idéntica ao que ja foi
descrito.

Atividade proposta:

Os exemplos apresentados nao estao detalhados no que diz respeito as construgoes
geomeétricas de suporte. Mas uma vez que o calculo das sombras consiste na aplicagédo de
operacodes ja estudadas anteriormente, procure estudar as sombras de formas bésicas como
prismas, piramides, cones, cilindros e esferas, primeiro individualmente e depois em pares
ou conjuntos maiores.

A

Procure responder aos “porqué

do texto.

189



Perspetiva

Neste texto designaremos por perspetiva toda aquela representacdo que de algum modo pode
simular o modo como percebemos os objetos na nossa experiéncia do dia a dia, e que é prdpria
do contexto da arquitetura, engenharia e design. Assim, incluimos nesta designacao a
axonometria, que designaremos por perspetiva axonomeétrica, e a projegdo conica, que
designaremos por perspetiva linear. Trata-se apenas de uma convengéo conveniente que,
querendo, se pode substituir por outra sem qualquer espécie de problema.

Tratamos aqui a perspetiva axonomeétrica e a perspetiva linear de forma autdnoma porque, em
cada um destes sistemas € possivel considerar procedimentos especificos que os tornam
operativos independentemente do sistema da MPO, sem prejuizo de, como ja vimos, haver
transversalidades entre os varios sistemas de representacéao.

Perspetiva axonométrica

A perspetiva axonométrica, ou simplesmente axonometria, € um sistema de representacao que
resulta da associagédo das figuras a um referencial cartesiano tridimensional com eixos e
planos coordenados que, depois, se projeta sobre um plano, o plano axonométrico, de modo
a que a projecao de nenhum dos eixos se reduza a um ponto ou que as projecdes de dois eixos
coincidam (na verdade, dois eixos podem coincidir dando origem a sistemas axonomeétricos
particulares). Embora o termo axonometria tenha aparecido em meados do século XIX, com a
obra “Lehrbuch deraxonometrischen Projetkionslehre” de L. e H. Meyer, a representagio que
podemos reconhecer como axonométrica remonta a antiguidade classica e foi acontecendo de
formas e em contextos variados até a atualidade. O teorema de Pohlke-Schwarz, formulado em
1853, é de importancia fundamental para a axonometria. Este declara que trés segmentos
[0X], [0X] e [0Z] contidos num plano podem sempre tomar-se por projegdo paralela de trés
segmentos [0’X’], [0’Y’] e [0’Z’] iguais entre si, com um ponto O comum, e dois a dois
perpendiculares desde que os quatro pontos 0, X, Y e Z nao sejam todos colineares
(figura1.120).

Fig. 1.120. Teorema de Pohlke-Schwarz.

. 0Xx oy 0z
As razoeso— =C,, =C

— e — = (, designam-se por coeficientes axonomeétricos. E os
Tx! o'y’ y 0'7'

angulos a, f e y sdo os dangulos axonométricos. No fundo, a escolha dos trés segmentos
iniciais estabelece um sistema de coordenadas que, no &mbito deste texto se considera
sempre de mao direita.
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Se os coeficientes axonométricos, forem todos iguais entre si, a axonometria diz-se uma
isometria, se forem dois iguais, diz-se uma dimetria e se forem os trés diferentes diz-se uma
trimetria.

Uma disposicao de eixos feita nos termos do teorema de Pohlke-Schwarz correspondera
geralmente a uma de quatro projegoes, obliquas ao plano de projegao, possiveis (duas se
considerarmos apenas referenciais de mao direita). Se, por acaso a diregao for ortogonal ao
plano axonomeétrico, entdo corresponde a uma de duas (uma se considerarmos apenas
referenciais de mao direita). No primeiro caso temos o que se designa por axonometria
obliqua (ou axonometria clinogonal), e no segundo o que se designa por axonometria
ortogonal.

Por terem algumas especificidades operativas distintas, tratamos estes dois tipos de
axonometria de forma distinta.

Axonometria obliqua ou clinogonal

A importancia teorema de Pohlke-Schwarz reside no fato de legitimar a livre escolha da
disposicao dos eixos axonométricos no plano do desenho bem como a definicdo das escalas
relativas a cada um deles. Dada uma destas configuragdes, ha duas diregbes espaciais
possiveis que resultam na figura dada em projecéao, e para cada uma dessas direcdes ha duas
orientacdes espaciais possiveis para o referencial (uma de mao direita e uma de mao
esquerda). Assim, no total ha quatro orientagdes possiveis para os trés segmentos [0’X’],
[0’Y’] e [0’Z’] que, em todos os casos, tém sempre o mesmo comprimento (duas de méo
direita e duas de mao esquerda).

Fig. 1.121. Determinagéao das diregdes de projegéo. Para o efeito considerou-se uma afinidade de eixo e.
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A determinacao das diregdes de projecao, pode ser feita através da determinagéao da elipse [e]
de centro 0, simultaneamente tangente as trés elipses que tém, cada uma delas, um par de
segmentos como semididmetros conjugados (figura 1.121). O comprimento do eixo menor

desta elipse, AB, corresponde ao didmetro da superficie esférica de centro O’ passante pelos
pontos X', Y’ e Z’. Se assumirmos que os pontos 0 e 0’ sdo coincidentes, a projecéo ortogonal
desta esfera, no plano da elipse [e], é dada pelo circulo [c]. E a dire¢gdo do eixo maior [CD]
corresponde a projecao ortogonal, da direcao de projecao, sobre o plano da elipse. Em suma,
determinada a elipse, a orientagao do referencial passa por determinar uma superficie esférica
de que aquela elipse admita ser projecao cilindrica. As diregcdes de projecéo estdo a T° com o
plano da elipse [e]. Em termos praticos, a construcao utilizou uma afinidade de eixo e que
transforma a elipse [d] (ndo representada no desenho), com semieixos conjugados [0X] e
[0Z], na circunferéncia [d”].

Embora esta construgao seja relativamente simples, nao é suficientemente expedita para
poder ser usada na pratica. O teorema legitima a escolha arbitraria de quaisquer trés
segmentos a serem tomados como definidores da projecéao cilindrica (axonométrica) de um
referencial cartesiano. Assim, dados trés segmentos nos termos do teorema, todos reportados
a uma medida unitaria, assume-se que ficam definidas trés escalas axonométricas, e,, e, €
e,, isto é, fica estabelecida uma forma de relacionar as medidas com a sua representagao. E
toda arepresentagao pode desenrolar-se, sem conhecer as diregdes de projegao, recorrendo a
afinidade como procedimento base auxiliar. O efeito pratico é que o desenho produzido nestes
termos correspondera, em geral, a uma combinacao de uma projecao cilindrica com um fator
de ampliacao ou reducéo. Isto é, as escalas axonométricas correspondem ao produto dos
coeficientes axonomeétricos por um escalar. E uma representacéo obtida deste modo é
globalmente uma ampliagdo ou reducdo daquela que se obteria considerando apenas a
projecao. Mas isto ndo introduz nenhuma espécie de limitagdo porque as proporgdes globais
da representacao sao mantidas. Veremos que em relacado a axonometria ortogonal se podem
fazer consideragcdes semelhantes.

Assim sendo, por exemplo, todas representacodes da figura 1.122 podem todas ser
consideradas como representacgoes legitimas de cubos.

Fig. 1.122. Representagdes axonométricas de cubos.

No entanto, do ponto de vista percetivo teremos dificuldade em aceitar que algumas o sejam
de facto. Como convencionamos designar a axonometria como um tipo de representagéao
perspética, € importante que as proporgdes do desenho sejam tais que o possamos aceitar
como tal. Essa deve ser uma preocupacéo fundamental ao produzir uma perspetiva
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axonomeétrica. Com este sentido, apenas o desenho central € convincente como representagao
de um cubo.

Atividade proposta:

Em esbogos a mao levantada represente varios cubos nos termos do teorema de Pohlke-
Schwarz e verifique quais das representagdes sao visualmente convincentes como
representagdes de cubos.

Né&o existe um modo objetivo Unico de garantir essa “corregdo visual”. Isso vem com a pratica e
passa por escolher adequadamente as diregcbes para as diregdes dos eixos axonométricos e a
combinacgao de escalas. Para todos os efeitos, a parte de uma escala geral da representagao
(por exemplo 1/100, ou 1/50), as escalas axonométricas devem ser escolhidas, cada uma
delas, de modo a serem iguais ou inferiores a 1.

Na pratica, operar com coeficientes axonométricos ou com escalas axonométricas consiste
em utiliza-los como fator de reducao na representagao de medidas. Por exemplo, num desenho
aescala1/100, pretende-se representar uma medida de 8m alinhada com o eixo x cujo
coeficiente é 0. 7. A medida a representar no desenho é igual 0. 7(8m/100) = 0.056m =
5.6cm. A parte de uma escala geral do desenho, recomenda-se que pelo menos uma das
escalas sejaigual a 1, porque isso facilita a representacéo.

Note-se que, quando se desenha uma axonometria a mao levantada, é assim que se procede,
ainda que de modo informal, isto €, sem declarar explicitamente os valores numéricos dessas
escalas.

Na figura 1.123 apresentamos trés representagdes de cubos, considerando sempre 0os mesmos
angulos axonométricos. A esquerda temos uma isometria obliqua (as trés escalas
axonomeétricas séo iguais entre si), ao centro termos uma dimetria obliqua (duas escalas
axonométricas sdo iguais entre si) e a direita temos uma trimetria obliqua (as trés escalas
axonomeétricas sao diferentes entre si). Note-se que, independentemente dos angulos
axonomeétricos, temos toda a liberdade para escolher as escalas axonométricas. O cuidado a
ter é o de procurar produzir representacdes percetivamente convincentes, ja que,
geometricamente, quaisquer que sejam as escalas e angulos axonométricos, a representagao
é sempre correta do ponto de vista da légica projetiva.

z

e=1 e=2/3 e=2/3
e=1 e,=1 e,=1
e,=1 e,=1 e,=0.9

Fig. 1.123. Representagdo de cubos em axonometria obliqua isométrica (esquerda), axonometria obliqua dimétrica (centro) e
axonometria obliqua trimétrica (direita).
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Uma forma pratica de estabelecer uma axonometria obliqua é definir o eixo axonométrico z e
respetiva escala e, correspondente a uma medida unitaria U, e considerar uma elipse [e], com
focos F e F’, contida no plano axonométrico e centrada na projecao da origem (figura 1.124).
Esta elipse pode ser considerada como a projegdo de uma circunferéncia [e’] com centro na
origem do sistema de referéncia, raio igual a medida unitaria U, e contida no plano coordenado
xy. Quaisquer dois semididmetros conjugados da elipse [e] podem definir as escalas e, e e,,.
Para definir um par de didmetros conjugados, marca-se um ponto X na elipse e define-se a
tangente a elipse em X. O semididmetro conjugado de [0Y] tem a diregédo dessa tangente.
Outro modo de proceder € através de uma afinidade. A vantagem da afinidade é permitir maior
precisao grafica se estivermos a utilizar meios analégicos de representacgao.

Fig. 1.124. Definigdo de um sistema axonométrico obliquo a partir da definigdo de uma elipse [e] cujos semieixos conjugados
permitem definir as dire¢gbes dos eixos coordenados x e y.

Este modo de proceder é particularmente adequado quando existe uma variedade de objetos
referidos ao plano coordenado xy mas com pares de dire¢gdes ortogonais entre si distintas. O
inconveniente deste procedimento é nao ser pratica a definicdo de valores racionais para as
duas escalas e, e e,. Com as devidas adaptagdes isto € valido para os planos coordenados yz
e zx.

Repare-se que, para uma dada elipse [e], define-se um eixo axonométrico z e uma infinidade
de possibilidades para os pares de eixos axonométricos, xey, x' ey’, x"" e y", etc.
Verdadeiramente, € como se os eixos coordenados x e y rodassem em torno do eixo z. Assim
se recupera o sentido original do termo axonometria que é composto pelos termos gregos awv
(axdn), que significa eixo, e, Topetpv (Metron), que significa medida. O primeiro sentido da
palavra a§wv significa o eixo de uma roda, o eixo do freio de um cavalo, ou o eixo de um sélido
de revolugao (Aubert, 1996).

Avantagem da definigdo de um sistema axonomeétrico obliquo deste modo é permitir
representar de forma relativamente expedita dispondo objetos com diferentes orientagdes
associadas ao plano coordenado xy. Por exemplo, na figura 1.125 representam-se varios
cubos, com diferentes orientacdes e todos eles com uma face contida no plano xy. Com
efeito, ao representar varios pares possiveis para os eixos coordenados deste plano, é como se
tivéssemos varias axonometrias embebidas no mesmo desenho.
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Fig. 1.125. Representagao de varios cubos com distintas orientagdes, cada um deles com uma face no plano xy.

O que acabamos de descrever corresponde ao caso geral da axonometria clinogonal.

Atividade proposta:

Estabeleca subsistemas axonomeétricos obliquos através da escolha livre de dngulos
axonomeétricos e escalas axonométricas e, nestes, represente prismas, piramides, e 0s
poliedros regulares. Note que pode ser necessario articular a representagdo axonomeétrica
com a representagdo em MPO. Para além de desenho de precisao sugere-se que pratique o
desenho a mao levantada.

Mas ha alguns subsistemas que, pela sua simplicidade, importa destacar. Trata-se dos casos
em que um dos planos coordenados € paralelo ao plano axonométrico (o que significa que um
dos eixos coordenados é perpendicular ao plano axonomeétrico). Neste caso, as projecdes das
figuras contidas em planos paralelos a esse plano coordenado apresentam-se em verdadeira
grandeza (a parte de uma escala global da representacao). Sao casos particulares da
axonometria clinogonal.

Se for o eixo coordenado z perpendicular ao plano axonomeétrico, o subsistema designa-se por
axonometria planométrica ou axonometria militar. No caso de ser um dos outros eixos, 0
subsistema designa-se por axonometria cavaleira. Em termos praticos opera-se com ambos
0s subsistemas do mesmo modo.

Os coeficientes relativos aos eixos paralelos ao plano de projecao sdo sempre iguaisa 1. O
coeficiente relativo ao eixo perpendicular ao plano projecédo depende da inclinagéo das retas
projetantes relativamente ao plano axonomeétrico. Para evitar distorgoes exageradas,
considera-se sempre que esta inclinagdo é maior ou igual a 45° e menor que 90°. De forma
correspondente, o coeficiente correspondente a esse eixo € menor ou igual a 1 e sempre maior
que 0. No caso da cavaleira e da planométrica, o coeficiente corresponde a cotangente da
inclinagdo das retas projetantes.

Na figura 1.126 representam-se varios cubos em axonometria cavaleira (fiada superior) e
axonometria militar (fiada inferior) com diferentes coeficientes axonomeétricos (apenas esta
indicado o coeficiente correspondente ao eixo perpendicular ao plano de proje¢cdo uma vez que
os outros dois coeficientes sdo iguais a 1) e diferentes dngulos axonométricos.
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Nesta figura, repare-se que na axonometria cavaleira tanto pode ser o eixo coordenado x, como
o eixo coordenado y, a estar na perpendicular ao plano axonométrico. E na axonometria
planomeétrica € sempre o eixo z que é perpendicular ao plano axonométrico.

A primeira representacao da primeira fiada € uma cavaleira isométrica, e cada uma das
restantes € uma cavaleira dimétrica. A primeira representacao da segunda fiada é uma
planométrica isométrica, e cada uma das restantes € uma planométrica dimétrica.
Evidentemente nao é possivel haver uma cavaleira trimétrica ou uma planométrica trimétrica
uma vez que dois coeficientes sdo sempre iguais 1 obrigatoriamente.

ZMh

A T
. Sy XN

c,=1 c,=0.5 c=2/3 c,=0.75
Fig. 1.126. Representagdes de cubos em axonometria cavaleira (fiada superior) e em axonometria militar (fiada inferior).

Mais uma vez, sublinha-se que, nas axonometrias cavaleira e planométrica, o que condiciona o
coeficiente axonomeétrico, correspondente ao eixo perpendicular ao plano de projecao, € a
inclinagao das projetantes relativamente ao plano axonométrico e nao os angulos
axonometricos que a sua projegao forma com os outros dois eixos axonométricos.

Atividade proposta:

Represente, em axonometria cavaleira e planométrica, prismas, piramides, e os poliedros
regulares. Note que pode ser necessario articular a representagdo axonométrica com a
representacdo em MPO. Para além de desenho de precisao sugere-se que pratique o
desenho a méao levantada.
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Axonometria ortogonal

Na axonometria ortogonal as retas projetantes séo perpendiculares ao plano de projegéo. Por
essa razao, considera-se quase sempre que o0s eixos coordenados séo obliquos ao plano de
projecao, situagao que motiva a que os trés coeficientes sejam menores que 1. A excegao
refere-se a um tipo de axonometria designada por axonometria de Hejduk, assim designada
em homenagem ao arquiteto americano John Hejduk (1929-2000), que a popularizou nos seus
desenhos de arquitetura. Trata-se de uma axonometria ortogonal em que um dos eixos
coordenados é considerado paralelo ao plano axonomeétrico (a que corresponde um
coeficiente iguala 1), o que leva a que os outros dois definam um plano coordenado
perpendicular ao plano axonométrico.

Na axonometria clinogonal os coeficientes, e as escalas, sdo independentes dos angulos
axonomeétricos. Na axonometria ortogonal essa independéncia ja nao se verifica. Isto quer dizer
que, se forem dados os eixos axonométricos, ndo se pode impor os coeficientes, e vice-versa.

Na figura 1.127, é dada uma disposigao de retas de suporte dos eixos axonomeétricos. Para
todos os efeitos trata-se da projecao das arestas de um triedro trirretangulo.

z z

WA

Fig. 1.127. Axonometria ortogonal e tridngulo fundamental.

Por essa razéo, as diregdes dos tragos dos planos coordenados no plano axonométrico sao
também conhecidas, uma vez que cada plano coordenado € perpendicular a um eixo
coordenado. E sabe-se que a projecédo da origem do referencial é o ortocentro do tridngulo
formado pelos tragos, X, Y e Z, dos eixos coordenados, x, y, € z, no plano axonométrico,
respetivamente. Assim, arbitrando o trago de um dos eixos coordenados, por exemplo o ponto
X, torna-se possivel determinar os outros dois tragos, os pontos ¥, e Z. O tridngulo [ABC(],
sempre acutangulo, é o que se designa por tridngulo fundamental da axonometria. Note-se
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que, fixado o eixo z, a mesma configuragdo de tridngulo fundamental admite quatro
orientagodes distintas do plano coordenado xy, correspondentes a rotagdes de multiplos de
90° em torno de z.

A forma de relacionar a verdadeira grandeza das medidas alinhadas com os eixos coordenados
com as suas projecoes, e com isso a determinagao dos coeficientes, pode ser feita através do
rebatimento dos planos projetantes dos eixos ou através do rebatimento dos planos
coordenados, conforme se ilustra na figura 1.128.

Fig. 1.128. Axonometria ortogonal determinagao da verdadeira grandeza dos eixos coordenados.

Na figura esta rebatido o plano coordenado yz em torno da reta YZ e o plano projetante do eixo
x em torno da reta IX. Note-se que em cada um dos rebatimentos pode optar-se por um de

dois sentidos possiveis para a rotacdo. Dada uma medida U, ficam determinados os

. U U U . - . )
coeficientes ¢, = = =2ec, = FZ O procedimento indicado d4d também o modo para

YT
proceder graficamente a produgao da axonometria. Na verdade, estabelecido um subsistema
axonomeétrico ortogonal arbitrando os eixos axonomeétricos ou o tridngulo fundamental, a forma
grafica de proceder é a mais conveniente porque os coeficientes serdo, em principio, valores de
manuseamento trabalhoso. A excegdo é o caso da isometria ortogonal em que, sendo os
coeficientes iguais entre si, se torna possivel estabelecer as trés escalas iguaisa 1. Ao
proceder deste modo, na pratica, a representagédo é ampliada por um fator igual ao inverso dos

coeficientes.

Ha uma relacéo entre o tridngulo fundamental e os subsistemas axonométricos ortogonais. A
um tridngulo equilatero corresponde uma isometria ortogonal (os trés coeficientes
axonométricos sao iguais entre si), a um tridngulo isésceles corresponde uma dimetria
ortogonal (dois coeficientes axonométricos sao iguais entre si), e a um tridngulo escaleno
corresponde uma trimetria ortogonal (os trés coeficientes axonométricos sao diferentes entre
si).

No exemplo da figura 1.129 vamos representar um conjunto de cubos, com 2cm de aresta,
num subsistema axonomeétrico dimétrico, com as arestas alinhadas com os eixos
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coordenados. Para o efeito comegamos por definir um tridngulo fundamental isésceles [XYZ]
em que XY = YZ. Isto significa que serdo iguais os coeficientes Cy e c,. Poressarazéo, o
controlo das medidas pode ser feito recorrendo apenas ao rebatimento do plano coordenado
xy.

0 1

o—0

Fig. 1.129. Representagdo de um conjunto de cubos num subsistema ortogonal dimétrico.

Repare-se que, pelo facto de estarmos a representar cubos alinhados com os planos
coordenados, e pelo facto de serem iguais dois coeficientes, é projetante, para cada cubo, um
dos planos que passa por duas arestas opostas (paralelas ao eixo y). Isto gera algumas
sobreposicoes de linhas que, em algumas circunstancias, pode ser inconveniente. Se fosse
uma isometria, todos os planos passantes por pares de arestas opostas seriam projetantes.

Atividade proposta:

Utilizando diversos subsistemas axonométricos ortogonais, represente primas, piramides,
poliedros regulares, cones, cilindros e esferas, utilizando para o efeito, e quando necessario,
o rebatimento de planos coordenados ou de planos projetantes dos eixos. Pode ser
necessario articular a representagao com a MPO.

O controlo da axonometria através de escalas também é possivel mas ndo é um processo téo
direto como no caso da axonometria obliqua, com a excecao da isometria, como ja referimos.

Na axonometria ortogonal, a soma dos quadrados dos coeficientes € sempre igual a 2, o que
significa que dados dois coeficientes, o terceiro fica determinado. Como cada coeficiente é
inferior a 1, a soma dos quadrados de dois coeficientes quaisquer deve ser superiora 1. As
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razoes entre as escalas sdo as mesmas que se podem estabelecer entre os coeficientes. Por
isso, definidas trés escalas, € possivel obter os coeficientes que lhes correspondem. E
conhecendo os coeficientes é possivel estabelecer a relagao entre estes e os angulos
axonometricos ou entre estes e a relagao entre os lados do tridngulo fundamental (Mateus,
2004). Arelacao entre os coeficientes pode ser exemplificada graficamente através da figura
seguinte, adaptada de Asensi (2000). E possivel comecar a construgéo a partir de qualquer um
dos coeficientes. Neste caso comegou-se por ¢,.

m ¢

F"-—-. -

Fig. 1.130. Relagao entre os coeficientes na axonometria ortogonal.

Considerando a medida unitaria, 1, o segmento [BC] correspondente a ¢, deve ser marcado na
circunferéncia [c] de modo a que o ponto C pertenga ao menor dos arcos delimitados pelos
pontos B e D, garantindo que ¢, < 1. De seguida define-se a semicircunferéncia [d] de
diametro [CH]. O segmento [CF] correspondente a ¢, deve ser marcado sobre a
semicircunferéncia [d] de modo a que o ponto F esteja compreendido entre os pontos E e G,
garantindo que ¢, < 1 e c, < 1. Note-se que CG = HE = 1. Definidos os coeficientes ¢, e €y, 0
coeficiente c, resulta automaticamente. Os angulos &, f# € § correspondem as inclinagdes dos
eixos coordenados x, y e z relativamente ao plano axonométrico, respetivamente.
Estabelecidas estas relagdes, é possivel construir os eixos coordenados e, consequentemente,
os angulos axonomeétricos. Como as relagdes entre os coeficientes sdo as mesmas que se
podem estabelecer entre as escalas, se forem dadas as escalas, a construcao é efetuada pela
ordem inversa, isto €, comega-se por um par de escalas, por exemplo e, e ey, para definiro
didmetro [HC]. Acrescenta-se a escala e, de modo a definir o didmetro [HC] da circunferéncia
[c]. De seguida determina-se o valor unitario U, que néo serd igual a 1. Por fim, deve verificar-se
se as escalas sdo compativeis entre si, 0 que se valida nos termos das restricbes impostas a
figura para garantir a validade da relagéo entre os coeficientes. Também se podem validar
previamente os valores das escalas se o quadrado de cada uma delas for menor que metade da
soma dos quadrados de todas e se a soma dos quadrados de quaisquer duas for superior
aquela metade.

Atividade proposta:

Procure deduzir uma construgéao grafica que permita, a partir que esta dado na figura 1.130,
obter os eixos axonométricos. Utilize os valores dados a seguir para validar a sua construcéo
grafica.
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Nos casos dados na figura seguinte foram calculados os dngulos axonomeétricos considerando
as seguintes combinacdes de escalas (e, = 1, ey, = 0.5,e,=1;e,=0.9, ey, = 0.6,e,=1;
e, =0.8, ey, = 0.9,e,=1)

Y
e =1 e,=0.9 e =0.8
e,=0.5 e,~0.6 e,~0.9
e,=1 e, =1 e,=1

Fig. 1.131. Determinacéo dos eixos e dngulos axonométricos dadas as escalas axonométricas.

Estabelecido um subsistema axonométrico nestes termos, operar com as escalas é em tudo
igual ao que ja expusemos no caso das axonometrias clinogonais.

A semelhanca do que fizemos para a axonometria obliqua, outra forma de estabelecer uma
axonometria ortogonal passa por comegar por considerar uma elipse [e], com focos F e F’,
como projecéao ortogonal de uma circunferéncia [e’] (figura 1.132).

Fig. 1.132. Definigdo de um sistema axonométrico ortogonal a partir da inclinagdo a de um plano coordenado relativamente ao
plano axonométrico.

Dois dos eixos axonométricos, por exemplo x e y, ficam definidos a partir de dois
semididmetros conjugados da elipse e o terceiro, o0 eixo z, passa pelo centro da elipse coma
direcao do seu eixo menor.

A determinagao dos semieixos conjugados pode ser feita de varios modos. Por exemplo, dado o
ponto X, pode definir-se a tangente a elipse [e] através de uma das bissetrizes dos angulos
formados pelas retas FX e F’X; a diregao do eixo axonométrico y é a mesma desta tangente.
Outra possibilidade (ndo representada no desenho) é utilizar, por exemplo, uma afinidade, de
eixo 00’, entre a elipse [e] e uma circunferéncia de centro O e raio igual a 00’.
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O semieixo maior, [00’], da elipse corresponde a verdadeira grandeza do segmento unitario de
referéncia. A relacdo entre o eixo menor e o0 eixo maior da elipse permite definir ainclinacdo a
do plano coordenado xy relativamente ao plano axonométrico. Ainclinagio do eixo
coordenado z, que lhe é perpendicular, € complementar desta.

O casoem que x”” estd no alinhamento de z, e y””’ esté perpendicularmente aqueles dois,
corresponde a uma axonometria de Hejduk.

Os segmentos [0X], [0X’], ..., [0Y], [OY’], ..., [0Z], todos representam projegdes de

segmentos com comprimento unitario O’'U’.

Da figura percebe-se bem que, dada uma elipse [e] qualquer, pode ser definida uma infinidade
de trimetrias, apenas algumas dimetrias (ha apenas uma disposicao possivel para localizar um

par de retas passantes pelo ponto O de modo a que 0X = 0Z, e o mesmo acontece de modo a

que 0X = W), e nenhuma isometria (porqué?). Note-se que uma trimetria corresponde a uma
situacdo em que os trés eixos coordenados tém inclinagdes distintas relativamente ao plano
axonomeétrico, e uma dimetria corresponde a uma situacao em que dois eixos coordenados
tém a mesma inclinagao relativamente ao plano axonométrico. Obviamente, no primeiro caso
todos os coeficientes sdo diferentes e no segundo caso dois deles sdo iguais.

Avantagem da definicdo de um sistema axonométrico ortogonal deste modo é permitir
representar objetos de forma relativamente expedita com diferentes orientagdes associadas ao
plano coordenado xy. Por exemplo, na figura seguinte representam-se varios cubos, com
diferentes orientagdes e todos eles com uma face contida no plano xy.

Embora se tenham elegido os eixos x’ e y’ para definir a orientagdo do plano coordenado, na
verdade, podia ter-se escolhido qualquer outro par. Por isso, em termos praticos, e quando se
representam objetos com varias orientacoes, as designacodes rigidas dos subsistemas
axonomeétricos deixam de fazer sentido.

Fig. 1.133. Representagdo de varios cubos com distintas orientagdes, cada um deles com uma face no plano xy.
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Elas fazem mais sentido quando um objeto a representar, ou conjunto de objetos, tem uma
orientacdo dominante, como € o caso da figura seguinte.

Fig. 1.134. Representagao de varios cubos coma mesma orientagéo.

Nesta figura, assume-se que a maioria dos cubos tem uma face, a inferior, no plano xy. Mas ha
um cubo que esta, forgosamente, com a face inferior acima do plano xy (qual e porqué?).

Atividade proposta:

Procure responder aos “porqué?” do texto.

Continue a pratica sugerida na atividade anterior.

Representacao do ponto, reta e plano

A representacao de objetos cubicos feita nos exemplos precedentes é um pretexto para
explorar um espaco de coordenadas. Ao representar um cubo no primeiro octante com as
faces contidas nos planos coordenados, e cujas arestas expressam uma medida unitaria 1, na
pratica esté a representar-se um ponto de coordenadas (1,1, 1), oposto ao vértice que
coincide com a origem do referencial. Generalizando, a representacao de qualquer ponto P de
que se conhegam as coordenadas € equivalente a representar um paralelepipedo com faces
contidas nos planos coordenados e cujo vértice oposto a P é a origem O do referencial.

Embora seja possivel proceder ao estudo sistematico da representacao do ponto, reta, plano
bem como resolver todo o tipo de operagdes relacionadas com estes elementos, tal como
fizemos para a MPO, entendemos que esta néo € a principal vocagao da representagao
axonomeétrica. Por isso, apenas daremos um exemplo demonstrativo, resolvido numa
axonometria ortogonal trimétrica, para depois passarmos a representagao perspética
axonomeétrica de formas tridimensionais, o que é a principal vocagéo do sistema. Também o
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fazemos por entendermos que nao é necessario refazer tudo sempre que se muda de sistema
de representacao. Como os principios sdo os mesmos, o que se aprendeu com a MPO pode ser
vertido na axonometria.

No exemplo da figura seguinte, um plano «a é definido pelos pontos 4, B e C, com as
coordenadas (1,5, 3), (2,3,2) e (0,0, 2), respetivamente. Pretende conduzir-se pelo ponto P,
de coordenadas (4, 5,0), uma reta p perpendicular ao plano a e determinar a sua intersegéo I
com esse plano (figura 1.135).

0 1cm

o—0

Fig. 1.135. Condugéo de uma reta p, passante por um ponto P, perpendicular a um plano a definido pelos pontos A,Be C, e
determinagao do ponto I de intersegéo da reta p com o plano a.

A complexidade do desenho é quase auto justificativa do facto de ndo ser costume utilizar a
axonometria como sistema de representacao para o estudo das relagcdes métricas e direcionais
e das operacoes de intersecdo. Porém, as construcoes sdo muito simples de entender.
Determinou-se o trago horizontal da reta AB e por esse ponto conduziu-se o trago horizontal h,
paralelo a reta BC (porque a reta BC é horizontal). Pelo trago da reta AB no plano yz conduziu-
se areta s, de intersecao do plano @ com o plano yz. Esta reta passa pelo ponto € (porque o
ponto C pertence ao eixo z). O trago frontal f, conduziu-se pelo ponto C e pelo ponto de
intersecao do eixo x com h,. Areta t,, de intersegdo do plano & com o plano axonométrico
(plano do tridngulo fundamental [XYZ]), contém os pontos de intersecao da reta s, com a reta
YZ, de intersegéo da reta h, com areta XY, e de intersegdo dareta f, comareta ZX. A
projecéo da reta p no plano axonométrico é perpendicular a reta t, (porqué?). A projecéo da
reta p sobre cada um dos planos coordenados € perpendicular, respetivamente, a cada um dos
tragos do plano &« em cada um dos planos coordenados. No exemplo, foi conduzida a projecéo
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P3, ho plano yz, perpendicular ao trago s,. Para o efeito, considerou-se o rebatimento do plano
coordenado yz para o plano axonomeétrico, em torno da reta YZ. De seguida, conduziu-se o
plano m pela reta p e pela reta p3, e determinou-se a sua intersegédo i com o plano a. O ponto I
pretendido é a intersecéo entre aretaiearetap.

Representacao de formas geométricas simples

Formas geomeétricas como prismas e piramides sao de facil representagdo. Com efeito, numa
série de exemplos anteriores representamos varios cubos. Se pretendermos representar uma
forma cujas arestas ndo s&o todas paralelas aos eixos coordenados, o modo de proceder passa
por decompor a forma de modo a ser possivel representa-la por meio de medidas alinhadas
com 0s eixos.

No exemplo da figura seguinte pretende-se a representagdo de um prisma pentagonal obliquo,
com as bases pentagonais regulares horizontais. O lado do pentagono mede 2m. E conhecida
a altura do prisma, 5m, sabe-se uma face lateral é vertical, e sabe-se que a inclinacéo das
arestas laterais relativamente ao plano xy é 60°. Foi considerado um subsistema clinogonal
dimétrico.

Arepresentacdo do pentagono da base inferior pode ser controlada através de uma afinidade,
por exemplo de eixo y. Também a inclinagéo das arestas pode ser controlada através de uma
afinidade, neste caso de eixo e. Note-se que, sendo omissa a informacgéo sobre qual a face
lateral vertical, temos liberdade para escolher uma qualquer.

e=2/3
e=1
e,=1

z

Fig. 1.136. Axonometria clinogonal isométrica de um tronco de cone obliquo com uma base sobre a face superior de um prisma
quadrangular.

Arepresentagéao de formas curvas pode ser sempre feita com recurso a afinidade ou a
rebatimentos, como se ilustra no exemplo da figura 1.137 em que se considerou a
representacdo de um prisma e de um tronco de cone numa axonometria clinogonal isométrica.

Note-se que o rebatimento pode ser sempre interpretado como uma afinidade mas a afinidade
nem sempre corresponde a rebatimento. No caso da figura, é apenas uma transformacéao
bidimensional no plano do desenho que permite representar as tangentes externas comuns as
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duas elipses que representam as bases do tronco de cone. Essas retas tangentes
correspondam as geratrizes de contorno aparente da superficie do tronco de cone, isto &€,
correspondem aos dois planos projetantes tangentes a superficie do tronco de cone.

Fig. 1.137. Axonometria clinogonal isométrica de um tronco de cone obliquo com uma base sobre a face superior de um prisma
quadrangular.

Considerou-se uma afinidade de eixo e. Esta afinidade relaciona a elipse [c] de centro C com a
circunferéncia [c’] de centro C’, e a elipse [d] de centro D com a circunferéncia [d’] de centro
D’. As duas elipses [c] e [d] sdo homotéticas com centro em V. E as duas circunferéncias [c’] e
[d’] s&o homotéticas com centro em V’. Pelo ponto V’ conduzem-se as tangentes externas
comuns as duas circunferéncias. Uma das tangentes passa pelos pontos T’ e S’ e a outra passa
pelos pontos V'’ e U'. Estas duas retas sdo afins das projecoes das retas ST e UV, que contém
as geratrizes de contorno da superficie do tronco de cone.

Consideremos agora o caso da circunferéncia na axonometria ortogonal. Por se tratar de uma
projecao ortogonal, a representacao de uma circunferéncia contida num plano coordenado
reduz-se a uma elipse cujo eixo maior tem a diregao ortogonal ao eixo axonométrico oposto. O
eixo maior da elipse corresponde a verdadeira grandeza do didmetro da circunferéncia, se
estivermos a operar com coeficientes. Caso estejamos a operar com escalas, o eixo maior da
elipse, embora corresponda ao didmetro da circunferéncia paralelo ao plano axonométrico,
estd representado ampliado (porqué?). A representagao axonomeétrica ortogonal de uma esfera
é um circulo. Por um raciocinio anédlogo, se estivermos a operar com coeficientes, o didmetro
desse circulo corresponde a verdadeira grandeza do didmetro da esfera.
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Atividade proposta:

Utilizando subsistemas axonométricos clinogonais e ortogonais, represente cones, cilindros
e esferas. Para além de desenho de precisdo sugere-se que pratique o desenho a mao
levantada.

Para representar formas mais complexas € comum decompor-se a posigao dos vértices através
das suas coordenadas. Isto pode ser feito ponto a ponto ou de uma forma mais estruturada
através de formas envolventes, por exemplo paralelepipédicas.

Operacgobes geométricas

Mais uma vez, todas as operagdes geométricas referidas a propdsito da MPO podem, em
principio, ser executadas na axonometria. Os proximos dois casos servem como exemplos.

A titulo de exemplo veremos o caso de uma truncagem de um cilindro de revolugédo e uma
operacao booleana entre dois prismas retos.

No primeiro, numa axonometria cavaleira, consideramos truncagem de um cilindro de
revolugao de eixo vertical inscrito num cubo com 4m de aresta. O eixo axonométrico x esta
horizontal no desenho e o sentido positivo é da esquerda para a direita. O eixo axonométrico z
esta vertical no desenho e o sentido positivo é de baixo para cima. O semieixo axonométrico y
positivo faz 48°, no sentido anti-horario, com o semieixo axonomeétrico x positivo. Os
coeficientes a aplicar nos eixos axonométricos x, y e zsado 1, 0.5 e 1, respetivamente (figura
1.138).

As faces do cubo envolvente estdo contidas nos planos coordenados. O cilindro esta localizado
no terceiro octante. O plano que produz a truncagem esta definido por duasretasae b
paralelas ao eixo x. A reta a esta contida no plano coordenado zx e tem 3m de cota. Areta b
tem 1m de cota e —4m de afastamento. Apds a truncagem pretende-se o tronco de cilindro
com base no plano xy.

z
0 m
b
c=1
cy-0.5
Cz=1 b1
a X
a,

Fig. 1.138. Truncagem de um cilindro de revolugéo de eixo vertical.
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O tragados expressos na figura sao relativamente evidentes e nao carecem de grandes
explicagdes. O controlo do desenho da base fez-se através de uma afinidade de eixo y. Esta
afinidade permitiu ainda determinar com precisdo os pontos por onde passam as geratrizes de
contorno aparente da superficie do cilindro. Em relacédo a secgao, determinou-se o retangulo
envolvente da mesma que, no desenho, fica representado como uma paralelogramo. As
medianas do retdngulo correspondem, no desenho, aos eixos conjugados da projecao da
secgao. Os pontos da curva de intersecao obtém-se a partir dos pontos das bases do cilindro.

No segundo exemplo, numa axonometria ortogonal trimétrica, de que se conhecem as escalas
axonomeétricas (ver subsistema ao centro na figura 1.131), pretende-se resolver a subtragao
produzida por um prisma quadrangular reto num prisma hexagonal reto. O prisma quadrangular
tem as arestas laterais paralelas ao eixo x e base quadrada contida no plano yz. Uma das
diagonais da base é vertical e a outra é horizontal. O centro da base tem 6m de afastamento e
3m de cota. O vértice de menor cota da base tem 1m de cota. Este prisma atravessa
completamente o outro (figura 1.139).

O prisma hexagonal tem 6m de altura e a sua base de menor cota é um hexagono regular a cota
0Om. Um dos lados da base esta contido no eixo y, e o vértice de menor afastamento da base
tem 3cm de abcissa e pertence ao eixo x.

Arepresentagao da base do prisma quadrangular é direta e nao oferece dificuldades.

Para controlo da representacao da base hexagonal do segundo prisma, foi utilizada uma
afinidade de eixo x.

Fig. 1.139. Subtracado de um prisma quadrangular reto a um prisma hexagonal reto.

Para determinar a intersegdo entre as superficies dos dois prismas foi considerado um feixe de
planos paralelos ao plano zx. Esta orientagéo de planos contém as diregdes das arestas
laterais dos dois prismas, o que facilita a determinagéo dos vértices da linha comum as duas
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superficies, ja que planos assim orientados intersetam os prismas segundo retas paralelas as
arestas laterais dos mesmos.

Atividade proposta:

Utilizando subsistemas axonomeétricos clinogonais e ortogonais, execute operagoes de
secgao nos varios tipos de sdlidos até aqui estudados. Considerando pares de sélidos,
execute operagoes booleanas entre eles. Para além de desenho de precisao sugere-se que
pratique o desenho a méo levantada porque entre as duas formas de desenho desenvolve-se
arazéo e aintuicdo.

Aplicacdes da perspetiva axonométrica

A axonometria é aplicada em variadas areas. Vemos representagdes, que hoje reconhecemos
como axonomeétricas, na arte da antiguidade classica, na pintura medieval, na pintura oriental
chinesa e japonesa, na ilustracao de tratados de matematica ou de Histéria da Arquitetura,
como é o caso do tratado do sec. XIX de Auguste Choisy, na arte suprematista russa, com
nomes como El Lissitzky, ou na arquitetura moderna, com nomes como Theo van Doesburg,
Cor van Eesteren ou Alberto Sartoris. A representagcao axonométrica é ainda utilizada amiude
em disciplinas como a fisica, matematica ou computagao. Para nés interessa-nos salientar o
seu potencial perspético como um compromisso entre uma visualizacao da
tridimensionalidade das formas e a manutengao de um conjunto de invariantes que também
sdo comuns a MPO, como seja a preservagao das proporgdes para cada diregdo espacial ou a
preservacgao do paralelismo. Uma vez que a axonometria de uma forma pode ser muito
facilmente obtida a partir de um modelo tridimensional digital, interessa-nos por contraponto,
salientar também o seu potencial em processos de desenho manual, nos quais devem ser
vertidos alguns principios até aqui discutidos e a discutir adiante.

Composicao de volumes

O trabalho do arquiteto e do designer passa inevitavelmente pelo controlo da forma. Se é
verdade que a MPO permite um controlo efetivo da forma, a axonometria empresta a leitura da
forma uma clareza visual que a MPO nao tem. O elogio a representacao axonomeétrica fica bem
patente nas palavras proferidas pelo arquiteto holandés Theo van Doesburg na exposicao De
Stijl, citado por Bois (1984):

“Ja entdo se demonstra o novo principio de uma nova arquitetura espacial e funcional
desenhada segundo o método axonomeétrico. Este método de representacdo permite a leitura
simulténea de todas as partes da casa, vista nas suas justas proporgées, isto €, sem pontos de
fuga perspéticos. Ao contrario, segundo a representacéo bidimensional, o desenho é
imediatamente percebido sob o perfil volumétrico, na sua dimens&o cubica. A planta
desaparece e da lugar a um sistema de leitura em que se poderéo ter claramente quer as
medidas quer as estruturas necessarias. Compreende-se que todo o projeto, dos alicerces ao
teto, devera ser também elaborado axonometricamente.”

Em ultima analise, a composigao de volumes € uma aplicagao das operagdes de interagao
entre figuras geométricas como as tangéncias, concordancias, intersecdes, operagoes
booleanas, transformagdes geomeétricas, e outras. Digamos que o objetivo final do estudo
individualizado destas operagdes € capacitar o estudante, o designer, o arquiteto ou o
engenheiro para as poder utilizar livremente, consoante necessario e em diversos tipos de
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desenho com diferentes niveis de precisao. No exemplo da figura seguinte, sdo exemplificadas
tangéncias, unides e subtracgodes.

Note-se que, num esbogo, ndo é necessario construir todos os pontos de forma precisa nem é
necessario emular construgcdes que apenas fazem sentido no desenho manual de precisdo. De
alguma maneira, € como se o desenho manual de esbogo axonométrico a mao levantada
traduzisse uma espécie de adestramento conseguido a custa de uma pratica continuada.

Fig. 1.140. Composigao de volumes em axonometria.

Atividade proposta:

Utilizando subsistemas axonométricos clinogonais e ortogonais, elabore composicdes de
volumes recorrendo as operagdes geométricas ja estudadas. Para além de desenho de
precisao sugere-se que pratique o desenho a mao levantada porque entre as duas formas de
desenho desenvolve-se a razdo e a intuicao.

Representacao de volumes descritos em MPO

Muitas vezes a representagao axonomeétrica é feita a partir de desenhos dados noutros
sistemas de representagao, por exemplo em MPO. Por vezes essa informagéo é laconica e
permite mais que uma interpretagéo, outras vez nédo. Por vezes a interpretagéo € simples e
outras vezes requer maior esforgo. Mas seja como for, quando um objeto é dado em MPO, a sua
compreenséao volumétrica passa, quase invariavelmente, pela producao de um esbogo em
axonometria. Mesmo que esse esbogo nao seja feito, arriscariamos dizer que que visualizagao
que surge nas nossas mentes vem sob a forma de uma axonometria. Assim, parte do esforgo
que é necessario fazer para traduzir uma representagcado em MPO numa representagao
axonomeétrica traduz-se em interpretagéo e visualizagao.
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Na figura 1.141, sdo dados dois objetos através de duas projegdes ortogonais. Em linguagem
arquitetonica, dirlamos dados em planta e algado. Sugerimos ao leitor que, considerando que a
unidade da quadricula é 1m (na verdade, neste exemplo a proporgcéo € mais importante que a
dimensao), olhe para as projecdes dos objetos e tente entender os seus volumes antes de
avancar na leitura.

Optamos por dar apenas duas projecoes de cada objeto. Ter apenas duas projecdes obriga a
um esfor¢go mental maior na interpretagéo, e esse € o principal objetivo.

Projeg&o Frontal Projecéo Frontal

-
/]
( L]
\
L
Projecéo Horizontal Projecao Horizontal

a) b)

Fig. 1.141. Dois objetos dados em DPO.

A nossa experiéncia diz-nos que a tendéncia natural (sera natural ou sera nao adestrada?),
quando olhamos para este tipo de representacéo e procuramos entender a sua espacialidade,
é a de conceber mentalmente a forma como se as operacdes gerativas fossem extrusoes
relativamente aos planos de projecao. E, com efeito, essa abordagem resulta no caso do objeto
dado na figura 1.141.a. Porém, a mesma abordagem ja nao funciona para o objeto dado na
figura 1.141.b, porque ha faces do mesmo que nao sao paralelas nem perpendiculares aos
planos de projecéo. E por vezes isso causa algumas dificuldades de interpretacéo e
visualizagao.

Neste tipo de situacao, a estratégia mais adequada passa por considerar o paralelepipedo
envolvente do objeto. Depois, a obtengéo da forma é uma espécie de processo subtrativo.
Uma pista importante para ajudar a descodificar a informagao dada em DPO é verificar se
alguma regido de uma projecéao pode ser considerada como uma transformagéo afim, com
diregao vertical, de outra regidao dada na outra projegao. Se isso for verdade, provavelmente
essas duas regioes correspondem a mesma face do objeto que estara orientada obliquamente
aos planos de projecéao. Isso acontece no objeto dado na figura 1.141.b. Nas representacdes
axonomeétricas omitimos a construgao das curvas através da afinidade uma vez que isso ja foi
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explicado anteriormente. Em ambos os casos (figuras 1.142.a e 1.142.b) consideramos
axonometrias clinogonais isométricas embora tenhamos também omitido a notagao dos eixos.
Note-se que esta forma de representar a axonometria esta muito proxima do que se faz no
desenho a mao levantada. Com efeito, o propdsito deste tipo de exercicio € muito mais o
exercitar da interpretacao e visualizagdo mental do que produzir uma axonometria precisa.

Geemamamnnaas

Fig. 1.142. Representagao axonométrica clinogonal isométrica dos dois objetos dados em DPO na figura anterior.

Atividade proposta:

Utilizando varias formas de desenhar, desde o desenho de precisdo ao desenho manual a
mao levantada, interprete através de axonometrias, representagcdes dadas em MPO. Para o
efeito pode recorrer a publicagdes de arquitetura ou design. O exercicio inverso é igualmente
importante, isto &, executar a representacdo em MPO a partir de representagdes
axonomeétricas.

Axonometria explodida

Uma das aplicagbes mais interessantes e mais comuns da axonometria é o que se designa por
axonometria explodida. A axonometria explodida pode ser utilizada como instrugao para a
montagem de um equipamento, como forma de representar simultaneamente os varios pisos
de um edificio ou como forma de explicar as varias camadas de um processo construtivo. Em
termos praticos é como se as varias partes de um objeto fossem deslocadas no espacgo de
modo a aparecerem separadas, porém articuladas entre si como se vé no exemplo da figura
1.143. As linhas a pontilhado representam as diregdes do movimento que devem fazer as varias
partes constituintes da assemblagem para que recuperem as suas posi¢des relativas. Note-se
que, perante um determinado objeto, ndo ha uma Unica forma de proceder a representagéo em
axonometria explodida. No entanto deve evitar-se, tanto quanto possivel que as varias partes
aparegam sobrepostas porque isso introduz ruido na representagao. No desenho da figura
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optou-se por deixar ficar a trago fino a representagao das arestas invisiveis. Podiam ter-se
omitido estas linhas. Normalmente quando se produz uma axonometria explodida, cada uma
das partes constituintes foi perfeitamente definida e representada previamente. Por isso, num
desenho deste tipo ndo esta em causa o entendimento de cada uma das pegas mas si 0 modo
como se articulam.

Fig. 1.143. Representagdo axonométrica explodida de uma assemblagem.

Atividade proposta:

Interprete objetos do quotidiano, com dimensdes variadas, através de representagcdes em
axonometria explodida.

Sombras

Como é 6bvio, o que foi dito acerca das sombras a propdésito da MPO mantém a validade
quando se trata de outros sistemas de representacéo. A utilizacdo de sombras em axonometria
é uma forma de reforcar a percegédo da tridimensionalidade na representacédo. No exemplo da
figura seguinte temos um volume que nos faz lembrar um edificio. Em termos praticos, neste
caso a determinacao das sombras consiste em resolver interse¢des entre planos, intersecoes
entre planos e superficies cilindricas, intersegao entre superficies cilindricas, e tangéncias.
Note-se que se uma aresta € paralela ao plano em que a sombra esta a ser produzida, entao a
sua sombra mantém a diregdo e a dimenséo. Se a questéo se colocar relativamente a uma
curva, também a sombra € uma curva igual; € o caso do volume cilindrico. Em relagdo a
superficie do cilindro as geratrizes separatrizes luz/sombra correspondem a conduzir planos
tangentes a superficie do cilindro paralelos a direcdo luminosa. Nesta representagcdo omitimos
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as arestas invisiveis para nao sobrecarregar o desenho. No entanto, para o calculos das
sombras, em alguns casos, tiveram de ser consideradas.

Fig. 1.144. Representagao axonométrica de uma volumetria e respetivas sombras dada uma diregcdo luminosa I.

Atividade proposta:

Considerando diregbes luminosas diversas ou focos luminosos a distancia finita, represente
as sombras de conjuntos de objetos dados em axonometria.

Perspetiva conica

A perspetiva conica é um sistema de representagao que tem por base a projegéo central ou
coénica. Neste tipo de representagdo sdo fundamentais os conceitos de ponto de fuga e linha de
fuga. E a partir da aplicacdo destes conceitos que toda a representacéo se estrutura.

Na perspetiva cénica é costume designar o plano de projecao por quadro (Q). Talvez uma
reminiscéncia da origem da perspetiva na pintura. A projecao ortogonal do observador, 0, no
plano de projecdo, chamamos ponto principal da perspetiva e notamo-lo com a letra P. A
direcao OP ¢ a diregao principal do olhar. A distdncia entre o observador e o quadro, também
designada por distancia principal (dp), fica representada por uma circunferéncia [d] de centro
em P, comraioiguala OP. Estarecebe a designacao de circunferéncia de distancia.
Podemos definir um sistema de referéncia interno a esta estrutura (embora néo seja
estritamente necessario). Para o distinguir de um qualquer sistema de referéncia externo,
associamos um apostrofe a notagao dos eixos. A forma de o estabelecer é a seguinte. Os eixos
x’ e z’ estdo contidos no quadro e intersetam-se no ponto P. E o observador pertence ao eixo y’
a uma dada distancia do plano z’x’ no semieixo y’ negativo. O plano paralelo ao quadro, e
passante pelo observador, recebe a designacgao de plano neutro (PN) porque as figuras nele
contido ndo tém projecédo conica prépria. O quadro e o plano neutro dividem o espaco em trés
regides (exclui-se daqui o plano imprdéprio): o espaco real (ER; para la do quadro), o espaco
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intermédio (El; entre o quadro e o plano neutro) e o espago virtual (EV; para tras do plano
neutro). Este aparato designa-se perspetégrafo (figura 1.145).

ER .

El

EV

Fig. 1.145. Perspetdgrafo.

Em certo sentido, o perspetégrafo € um mecanismo utlizado para a producéo de perspetivas. E
uma espécie de precursor da maquina fotografica.

Uma perspetiva é a secao produzida pelo quadro na piramide visual de vértice no observador.
Ou seja, uma perspetiva € uma projegcao conica. Embora se possa considerar a projegao conica
de qualquer elemento do espaco, apenas representaremos a perspetiva das figuras ou da parte
das figuras que se situem no espaco real ou intermédio. E mesmo desta regiao, apenas é
legitimo falar de perspetiva de figuras ou parte de figuras que figuem representadas na zona
central do desenho (porque as demais terdo uma distorcdo muito acentuada). No entanto,
restituem-se as proporgoes se o desenho em perspetiva for observado a partir do ponto O.

O ponto P é o ponto de fuga das retas perpendiculares ao quadro. A circunferéncia [d] é o lugar
geométrico dos pontos de fuga das direcdes de retas a 45° com o quadro. Retas com
inclinagéo superior a 45° com o quadro tém ponto de fuga no circulo delimitado por [d]. Retas
com inclinacgéo inferior a 45° com o quadro tém ponto de fuga fora do circulo. E retas paralelas
ao quadro nao tém ponto de fuga préprio.

Definido um sistema de referéncia externo, pode-se falar de uma orientagéo horizontal. A
correspondente linha de fuga, caso exista, designa-se por linha do horizonte (LH) e € o traco,
no quadro, do plano projetante com a orientagao horizontal, isto é, paralelo ao plano xy. Este
plano designa-se por plano do horizonte (PH). Definido um plano horizontal a cota 0, isto é, o
plano xy, o seu trago no quadro, caso exista, designa-se por linha de terra (LT). Este plano
designa-se por geometral.
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Fig. 1.146. Perspetdgrafo e sua relagdo com um sistema de referéncia externo.

Fig. 1.147. Perspetiva como secg¢éo produzida pelo quadro na pirdmide visual de vértice no observador.
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No sistema de referéncia interno, o quadro é, em certo sentido, sempre um plano frontal, o eixo
x’ é uma espécie de linha do horizonte. Mas, em geral, trata-se de uma falsa linha do horizonte
que passa sempre pelo ponto P. Designamo-la por LH’. A diregao principal do olhar €, em certo
sentido, sempre de topo. Uma reta vertical num sistema de referéncia externo apenas € vertical
no sistema interno se for paralela ao eixo z’. Mas se, por exemplo, a direcdo principal do olhar
for de perfil no sistema externo, entao a reta vertical no sistema interno passa a ser de perfil,
obliqua ou horizontal no sistema interno consoante a direcdo do eixo X’ no sistema externo for
fronto-horizontal, obliqua ou de perfil.

Quando definimos um sistema de referéncia externo admitimos que o quadro possa ser um
plano de qualquer tipo. Por exemplo, se a dire¢éo principal do olhar for vertical, entdo o quadro
€ horizontal (caso em que ndo ha LH nem LT); se a diregao principal do olhar for de perfil, entao
o quadro é de rampa; se a diregao principal do olhar € horizontal, entdo o quadro é vertical; etc.
Nestes casos, o sistema de referéncia é externo e ndo depende do observador nem da diregéo
principal do olhar. Por exemplo, uma reta vertical € sempre uma reta vertical
independentemente da forma como esta orientado o quadro.

Embora o sistema de referéncia interno nao seja, em geral, muito cémodo para expressar por
coordenadas os vértices de figuras referidas num sistema externo, € bastante cémodo como
modo de organizar as dire¢cdes de retas e as orientagcdes de planos em termos relativos. Retas
consideradas horizontais no sistema interno tém sempre ponto de fuga pertencente a x’, isto &,
em LH’; retas consideradas de perfil no sistema interno tém sempre ponto de fuga pertencente
a z’; retas com ponto de fuga em P sdo sempre consideradas de topo no sistema interno; retas
paralelas ao quadro sao sempre consideradas frontais, fronto-horizontais ou vertiais no
sistema interno; todas as demais diregdes sdo consideradas obliquas no sistema interno. No
sistema interno, o eixo x’ é a linha de fuga dos planos considerados horizontais; o eixo z’ € a
linha de fuga dos planos considerados de perfil; uma linha de fuga passante por P corresponde
a uma orientagao de topo no sistema interno; uma linha de fuga paralela a x’ corresponde a
uma orientacdo de rampa no sistema interno; uma linha de fuga paralela a z’ corresponde a
uma orientacao vertical no sistema interno; uma linha de fuga que nao passe em P nem seja
paralela a x’ ou z’ corresponde a uma diregao obliqua no sistema interno; e a orientacédo do
quadro é frontal.

Os eixos x’ e z’ dividem o quadro em quatro regides. Se um ponto de fuga fica acima de x’, isto
é, com coordenada Z’ positiva, diz-se que corresponde a uma diregao ascendente, caso
contrario corresponde a uma direcao descendente; se um ponto de fuga ficar a direita do eixo
z', isto é, com coordenada X’ positiva, diz-se que corresponde a uma direcdo com abertura
para a direita com o quadro, caso contrario corresponde a uma direcado com abertura para a
esquerda com o quadro. No que diz respeito as diregcbes paralelas ao quadro, a abertura
considera-se em relagdo ao plano x'y’ e mede-se acima de x’ (cota Z’ positiva) entre a projegédo
conica e o semieixo x’ positivo, no sentido anti-horario, considerando-se abertura para a direita
angulos entre 0° € 90° e abertura para a esquerda angulos entre 90° e 180°.

Uma orientacao é caraterizada nos mesmos termos em fungao do ponto de fuga da sua diregao
de maior inclinagdo em relagdo ao quadro. No caso de orientagdes ortogonais ao quadro
aplica-se o mesmo que as diregoes paralelas ao quadro.

O quadro corresponde ao plano do desenho. A parte de um fator de escala geral de um
desenho (por exemplo 1/100), considera-se que o quadro é o lugar geométrico das verdadeiras
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grandezas. Isto é, uma figura contida no quadro sera coincidente com a sua perspetiva e, por
isso, a sua projecao representa a verdadeira grandeza da figura.

Nos sistemas de representagio que precederam, a ideia de um referencial cartesiano
tridimensional esteve sempre presente de forma mais ou menos explicita. No caso da
axonometria, e através do Teorema de Pohlke-Schwarz, a aproximagao ao referencial fez-se a
partir da consideragao da projecao de trés arestas de um cubo incidentes num vértice. Isto &, a
partir da representacao de cubos subentendeu-se um referencial e estabeleceram-se escalas
para a representacgao nas trés diregoes principais do espacgo. Partir de objetos tridimensionais,
cubos neste caso, parece-nos particularmente adequado em sistemas de representacao de
caracter perspético, como é o caso da axonometria e da perspetiva conica propriamente dita.
Esse sera entdo o nosso ponto de partida. Contamos com a abordagem que fizemos antes
relativa a algumas propriedades das projecdes, em que definimos os conceitos de ponto de
fuga e linha de fuga que agora vamos aplicar. Esta abordagem prévia ja nos mostrou que, na
projegao conica, as medidas sdo reduzidas ou ampliadas, que o paralelismo ndo permanece,
bem como ndo permanecem as razoes simples de comprimentos. Isto é corroborado pela
nossa experiéncia quando observamos uma fotografia e vemos que, objetos que sabemos
serem iguais, aparecem com distintas medidas, ou quando vemos a convergéncia de linhas
que sabemos serem paralelas, como os carris de uma linha férrea ou as arestas de um edificio
numa rua.

Como as arestas de um cubo podem ser utilizadas para estabelecer trés diregdes ortogonais
entre si, como se de um referencial cartesiano se tratasse, a partir da representagcdo de cubos
em perspetiva vamos definir o que habitualmente designamos por perspetiva de 1 ponto de
fuga, perspetiva de 2 pontos de fuga e perspetiva de 3 pontos de fuga. Estas designacdes
referem-se aos pontos de fuga préprios que se podem associar as trés direcdes ortogonais
entre si que que se elegem para estruturar um determinado espaco. E ao associar essa
organizagcdo a um cubo, de alguma forma define-se um sistema de coordenadas em que a
unidade é dada pela aresta do cubo. A multiplicagédo do cubo define uma grelha tridimensional
estruturante em que é possivel extrair a posigdo do observador, isto é, as coordenadas do
observador.

A abordagem serd a seguinte. Em cada um dos casos comegamos por representar um cubo
sem considerar qualquer sistema de referéncia. Depois consideramos o sistema de referéncia
interno e faremos a caraterizagcdo das direcdes e orientagdes neste sistema. Por fim,
introduzimos um sistema de referéncia externo, primeiro associado as arestas do cubo e
depois delas dissociado, e faremos a caraterizagdo das direcdes e orientagdes nesse sistema.
Em cada cubo [ABCDEFGH], notamos as diregdes das arestas por a, b e c a que
correspondem os potos de fuga F,, Fp e F., quando existam. As orienta¢des das faces sdo
dadas pora = bc, f = ab e § = ac, a que correspondem respetivamente as linhas de fuga f,
f g e 5, quando existam (figura 1.148).

Do ponto de vista da notacao, designaremos as projegdes dos pontos do mesmo modo que nos
referimos aos pontos no espago. Por exemplo, ao mencionar ponto 4 tanto podemos estar a
referir-nos ao ponto no espago como a sua perspetiva. Fazemos isto por economia de notagao.
Mas procuraremos que as descrigdes ndo sejam ambiguas. Com efeito, quando nos referimos
ao desenho, ou a representagao grafica, estamos sempre a considerar as projegdes ou as
perspetivas. Quando nos referimos a figura espacial, podemos explicitar esse facto ou,
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simplesmente ndo referimos o desenho. O contexto também ajudara a resolver as
ambiguidades. Na verdade, este ja foi o critério utilizado na axonometria.

e, lla

b B

llb

lld,/

Fig. 1.148. Relacéo entre as diregdes e orientagdes das faces do cubo. Estdo também representadas as diregdes diagonais das
faces do cubo.

Atividade proposta:

Sugere-se a releitura da subseccao “Algumas propriedades das projecoes” sobretudo no que
diz respeito a projegao conica. Em particular chama-se a atengao para o entendimento dos
conceitos de ponto de fuga e de linha de fuga.

Analise imagens fotograficas e procure reconhecer nelas as carateristicas das perspetivas
cénicas como € o caso da diminuigcao das medidas consoante o afastamento em relagao ao
observador, a convergéncia de linhas de sdo espacialmente paralelas. Nessas imagens
procure entender qual a localizagédo do observador em relagéo a cena representada.

Perspetiva de um ponto de fuga

Na perspetiva de um ponto de fuga consideramos a direcdo b ortogonal ao quadro e,
consequentemente, as direcdes a e ¢ sdo paralelas ao quadro (figura 1.149). A direcdo b
corresponde o ponto de fuga Fj, = P e as outras duas ndo corresponde nenhum ponto de fuga
préprio (porqué?). Como a orientagao é é paralela ao quadro, as projecdes das faces com esta
orientagao preservam as proporgdes (porqué?). As orientagdes a e 8 sdo ortogonais ao quadro
e porisso, as linhas de fuga que lhes correspondem passam pelo ponto P e fazem 90° entre si
(porqué?). Se arbitrarmos a projegao cénica de uma face de um dado cubo paralela ao quadro,
digamos [ABCD], completar a perspetiva é relativamente simples. No desenho arbitramos que
a perspetiva do quadrado [ABCD] tem 4cm de lado. Note-se que esta dimenséo néo €,
necessariamente a verdadeira grandeza da face. S6 o seria se considerassemos que a face esta
contida no quadro, o que ndo estamos a fazer.

Recorde-se que o ponto de fuga de uma diregao de retas € o trago da reta projetante, com essa
direcao, no quadro. E a linha de fuga de uma orientacéo de planos é o tragco do plano
projetante, com essa orientagéo, no quadro.
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Fig. 1.149. Perspetiva de dois cubos com uma diregéo de arestas ortogonal ao quadro.

As retas que contém as arestas [AE], [BF], [CG] e [DH] tém a diregdo b e, por isso, sdo
perpendiculares ao quadro, logo as suas projegdes conicas convergem no ponto Fp = P. As
faces [ADHE] e [CBFG] tém orientacdo «a e diregdes diagonais d e d’. Por isso, os pontos de
fuga F4 e F4, (apenas esté representado F;) pertencem a linha de fuga f,, que tem a diregcéo ¢
(porqué?). Como a direcao d faz 45° com as direcdes b e c, e a direcdo b é ortogonal ao quadro,
entdo o ponto de fuga F; deve pertencer a circunferéncia [d] uma vez que a diregéo d esta
também a 45° com o quadro. Assim, utilizando o ponto de fuga F; pode determinar-se a
perspetiva do vértice E a partir da perspetiva do vértice D. A perspetiva da face [EFGH] é um
guadrado homotético da perspetiva da face [ABCD] com centro de homotetia em P. A
obtencéao do vértice E a partir do vértice D também pode ser interpretada como a rotacéo de
90° do vértice D em torno do vértice A, no plano da face [ADHE]. A corda deste arco, ou seja a
diagonal [DE], esta contida na reta de ponto de fuga F 4. Por isso, também se pode designar
este ponto como ponto de fuga da corda de arco da rotagdo da diregcéo ¢ para a diregdo b na
orientagéo a. O ponto de fuga F 3, também € um ponto de fuga em condigdes similares.

Para determinar o ponto E utilizou-se o ponto de fuga F; mas poder-se-iam ter utilizado os
pontos F g, F¢fou Fr de modo analogo (onde ficariam representados estes pontos de fuga?).

Nesta representacao esta definida a escala no quadro. Sabe-se a localizagao do observador em
relacdo ao quadro, mas do cubo apenas se conhece a orientacao e as retas projetantes dos
seus vértices (e os planos projetantes das suas arestas). Sem informacéao adicional, ndo é
possivel saber qual a dimensao do cubo nem qual a sua posigao no espago. Mas isto ndo é
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impeditivo, como vimos, de elaborar a perspetiva. Na verdade, esta abordagem esta muito
préxima do que é feito no desenho de observagéo. Nessa situagdo, o desenho em perspetiva
comega quando representamos uma figura da cena que observamos e tudo o resto decorre dai.

Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos nas condi¢cdes descritas. Os cubos devem ter tamanhos
variados no desenho. Defina um critério de visibilidade que lhe permita arbitrar, visualmente,
que cubos se sobrepdem a que cubos.

Num desenho, represente um cubo nas condigdes descritas. Considerando o cubo como um
modulo de uma grelha espacial tridimensional, desenvolva o desenho dessa grelha
expandindo-a de modo a ocupar a totalidade da folha de desenho.

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada numa folha de tamanho A3, com o
ponto P ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 14cm.

Como néo esta declarado nenhum sistema de referéncia apenas € possivel referirmo-nos a
retas perpendiculares ao quadro (as que tém ponto de fuga em P), retas obliquas ao quadro (as
que, tendo ponto de fuga préprio ndo tém ponto de fuga em P) e retas paralelas ao quadro (as
que nao tém ponto de fuga préprio e que, por isso, preservam a diregao nas projegoes conicas).
Em relacéo a planos, apenas podemos referir-nos aos que sdo perpendiculares ao quadro (0s
que tém linha de fuga passante por P), os que sdo obliquos ao quadro (os que tém linha de fuga
nao incidente em P) e os que sao paralelos ao quadro (ndo tém linha de fuga prdépria).

Se introduzirmos um sistema de referéncia interno podemos especificar melhor as direcoes
das arestas e as orientagoes das faces. Na figura seguinte, estabelecemos de trés modos
distintos o sistema de referéncia interno.

1 2'=fg T [ | i
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[d] i [d] [d] i

Fig. 1.150. Especificagéo do sistema de referéncia interno.

No primeiro caso (figura 1.150.a), x' = f,e z' = f,;. Adiregcdes a, b e c séo, respetivamente,
vertical, de topo e fronto-horizontal. A direcdo d é horizontal a 45° com o quadro, com abertura
para a direita. As orientagodes «a, B e 6 sdo, respetivamente, horizontal, de perfil e frontal.

No segundo caso (figura 1.150.b), x" e z’ estao inclinados relativamente a f, e fp- As diregbes
a, b e c sao, respetivamente, frontal com abertura para direita, de topo, e frontal com abertura
para a esquerda. A diregdo d é obliqua a 45° com o quadro, descendente e com abertura para a
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direita. As orientagdes a, B e 6 sdo, respetivamente, de topo com abertura para a esquerda, de
topo com abertura para a direita, e frontal.

No terceiro caso (figura 1.150.c), x' = f[; ez = f,.Adiregoes a, b e c sdo, respetivamente,
fronto-horizontal, de topo e vertical. A direcao d é perfil, descendente, a 45° com o quadro. As
orientagdes a, B e 8 sdo, respetivamente, de perfil, de horizontal e frontal.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Concatenando as trés perspetivas num Unico desenho (o que implica rodar os cubos para
alinhar os referenciais), expanda o desenho introduzindo cubos adicionais. Sugere-se que
produza estes desenhos a mao levantada em folhas de tamanho A3, com o ponto P ao
centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 14cm.

Nos exemplos dados, o quadrado [ABCD] que serviu como arranque do desenho da perspetiva
do cubo tem 4cm de lado no desenho. Mas isso nada diz acerca do tamanho do cubo de que é
face. O cubo pode ser relativamente pequeno e estar situado perto do observador ou pode ser
relativamente grande e estar afastado do observador. Um das formas de resolver esta
ambiguidade pode ser através da declaracao do comprimento das arestas. Suponhamos que o
cubo de face [ABCD] tem 3cm de aresta. A face [ABCD] estd mais préxima do observador que
aface [EFGH]. Quando se diz mais préxima do observador, queremos dizer que o plano da face
[ABCD], que é paralelo ao quadro, esta mais préximo do observador que o plano da face
[EFGH], que também é paralelo ao quadro. Ao declarar os comprimentos das arestas, a
relacdo entre o observador, o cubo e o quadro fica perfeitamente determinada (figura 1.151).

Se a aresta do cubo mede 3cm e o quadro (plano do desenho) é o lugar geométrico das
verdadeiras grandezas, as intersecoes das retas AE, BF, CG e DG com o quadro (ou seja, 0s
seus tragos frontais) definem os vértices de um quadrado [A”B”C”D”] com 3cm de lado no
desenho (como determinar graficamente este quadrado?), verificando-se que a face [ABCD]
esta situada no espaco intermédio e a face [EFGH] esté situada no espaco real. As retas que
contém os lados deste quadrado sao os tragos, no quadro, produzidos pelos planos das faces
do cubo que sao perpendiculares ao quadro. Areta DE, no desenho, é a perspetiva de uma reta

a45° com o quadro (porqué?). Por essa razéo, a distancia DrD” corresponde a distancia do

vértice D relativamente ao quadro. Do mesmo modo, a disténcia m corresponde a distancia
do vértice E relativamente ao quadro (porqué?). Como a diregdo d permitiu medir as distancias
dos pontos D e E em relagédo ao quadro, numa operagao de rotagao realizada sobre um plano
com orientagéo a, também se pode designar o ponto de fuga F; como ponto de fuga de
medicao da diregdo b em relagcéo a orientagéo «a, notando-o por F,,4, (na orientagéo a que
outro ponto de fuga de medigdo da diregdo b se poderia ter considerado?; e que pontos de fuga
de medicao da diregcao b seria possivel definir em relagéo a orientagao 7).
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Fig. 1.151. Recuperagéo da posigao do cubo em relagédo ao quadro e ao observador.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos em condig¢des idénticas as descritas. Para cada cubo
arbitre uma verdadeira grandeza do comprimento das arestas e, de seguida, determine a
distancia de cada um dos vértices ao quadro.

Represente diversos cubos com distintas orientagcdes mas sempre com uma orientacao de
faces paralelas ao quadro. Garanta que todos os cubos tém espacialmente as mesmas
dimensodes (sugestao: parta da projecao ortogonal dos cubos no quadro).

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada em folhas de tamanho A3, com o
ponto P ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 14cm.

Vejamos o que acontece se associarmos um sistema de coordenadas ao cubo em que os eixos
tém as direcdes a, b e ¢. Vamos considerar que um dos eixos contém uma aresta. Seja x || DA,
y Il DH e z = DC (figura 1.152). Ao estabelecer um referencial externo torna-se possivel
caraterizar as diregdes e as orientagdes externamente. Neste caso omitimos qualquer sistema
de referéncia interno, embora pudéssemos ter considerado qualquer um, alinhado ou ndo com
O sistema externo.
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Fig. 1.152. Associacdo de um sistema de referéncia externo ao cubo com os eixos paralelos as arestas do cubo e um deles
contendo uma aresta.

Com este sistema de referéncia, as retas com a diregao a sao verticais, as retas com a diregdo
b sao de topo, as retas com a direcéo ¢ cdo fronto-horizontais, e as retas com orientagdo d séo
horizontais a 45° com o quadro (como omitimos um sistema interno, ndo faz sentido falar em
abertura para a direita ou para a esquerda, embora se pudesse definir um critério externo
equivalente). Os planos com orientagéo a sao horizontais, os planos com orientagao f sédo de
perfil e os planos com orientagao & sao frontais. Ao definir um sistema externo, podemos agora
considerar as projegdes horizontais, isto €, as projecdes ortogonais no plano xy e as suas
respetivas projegdes cénicas. Neste caso, também é possivel definiraLH e a LT.

No sistema de referéncia definido podemos referir-nos as coordenadas de qualquer ponto. A

cota do quadrado [ADHE] é positiva e dada, por exemplo, pelo comprimento D"’ D"';; a cota do

quadrado [BCGF] também é positiva e dada, por exemplo, pelo comprimento C"'D"'; (porqué?).
Como a face [ABCD] esta contida no plano zx, o seu afastamento é Ocm; j& a face [EFGH] tem
um afastamento positivo de 3cm (porqué?). Como a face [CDHG] esté contida no plano yz, a

sua abcissa é Ocm,; ja a face [ABFE] tem abcissa positiva igual a 3cm (porqué?). Relativamente

ao observador, a sua cota (coordenada Z) é positiva e dada pelo comprimento P4 P (porqué); o
seu afastamento (coordenada Y) é negativo (porqué?) e é dado pelo comprimento (5¢cm —
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D" Dp) (porqué?); e a sua abcissa (coordenada X) é negativa (porqué?) e é dada pelo

comprimento P;D"'; (porqué?).

Vamos notar que pode néo existir LT nem LH se o quadro for paralelo ao plano xy, o que se
verifica, por exemplo, se z = HD, o que acontece na figura 1.153.

0 1cm fo

o——0

Fig. 1.153. Associacao de um sistema de referéncia externo ao cubo com um eixo contendo uma aresta e com o plano xy paralelo
ao quadro.

Com este sistema de referéncia, as retas com a diregao a e ¢ sdo horizontais, as retas com a
direcdo c sao verticais, e as retas com orientacéo d sdo obliquas a 45° com o quadro. Os
planos com orientagdo a e f sdo verticais, e os planos com orientagao 8 sado horizontais. Neste
caso nao é possivel definir a LH e a LT (porqué?). Repare-se que entre a perspetiva do cubo das
ultimas duas figuras nada mudou. A Unica diferenga é o sistema de referéncia externo e, por
isso, muda a projecéo horizontal do cubo e as coordenadas dos vértices.

Por exemplo, em relagao ao vértice A, as coordenadas X, Y e Z sdo dadas, respetivamente

pelos comprimentos A’A”, A”A”’ e D1g Dy (porque é igual a cota do vértice D), sendo as duas
primeiras negativas e a terceira positiva (porqué?).

Vamos notar que, independentemente da forma como estabelecemos o sistema de referéncia,
o desenho de cubos, com uma orientagdo de faces paralela ao quadro, faz-se sempre da
mesma forma. Isto é, mais importante do que estabelecer uma relagao entre as arestas do
cubo e um sistema de eixos, € entender a relagéo entre as diregdes das arestas, e 0 modo
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como esta relagéo influencia a localizagdo dos pontos de fuga e das linhas de fuga no quadro. E
isto é valido para qualquer figura tridimensional.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Considerando um cubo nas condig6es descritas, defina o referencial externo de diferentes
modos incluindo, quando possivel, a representagao da LT e da LH. Para cada um dos casos
determine as coordenadas do observador e dos vértices do cubo, e caraterize as diregbes
das arestas e as orientagbes das faces.

Procure resolver o problema inverso, isto €, sendo dadas as coordenadas do observador, a
distancia do observador ao quadro, a diregao do olhar, e sabendo que o quadro € paralelo a
um dos planos coordenados, represente o sistema de referéncia em perspetiva e, de
seguida, represente cubos com varias dimensdes e uma orientacdo de faces paralelas
quadro; as outras orientagdes podem ou estar, ou nao, contidas nas orientagdes dos planos
coordenados (sugestdo: esboce numa axonometria a relacao entre estes elementos para
auxilio do entendimento da situacgao espacial).

Sugere-se que produza cada um destes desenhos numa folha de tamanho A3, com o ponto P
ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 14cm. A medida que se for
familiarizando com os conceitos e praticas adote o desenho a mao levantada.

Perspetiva de dois pontos de fuga

Na perspetiva de dois pontos de fuga consideramos a diregao a paralela ao quadro e,
consequentemente, a orientagéo « fica ortogonal ao quadro, pelo que a linha de fuga f, passa
pelo ponto P. As direcdes b e ¢ correspondem os pontos de fuga F, e F_pertencentes alinha
de fuga f,. A direcdo a nao corresponde nenhum ponto de fuga préprio (porqué?).

Comecgamos por arbitrar a projegdo conica da aresta[CD], de diregdo a, com 4cm no desenho
(figura 1.154). Sabemos que as perspetivas das arestas [AB], [EF] e [HG] sao graficamente
paralelas a perspetiva daquela aresta (porqué?). Por outro lado, sabemos que o cubo tem duas
faces contidas em planos perpendiculares a estas arestas. Esses planos tém uma orientacao a
que corresponde a linha de fuga f, perpendicular a perspetiva da reta CD.

Para prosseguir com a representacao do cubo é preciso agora arbitrar as inclinagdes das
direcdes b e c relativamente ao quadro. Sejam estas 0° e 90° — 0°, respetivamente. Para
podermos representar no desenho os pontos de fuga Fy e F., torna-se necessario rebater o
plano projetante da orientagdo a em torno do seu trago no quadro, isto é, em torno de f,.
Através desta operagéo obtém-se o observador rebatido Og,, pertencente a circunferéncia [d]
(porgqué?), o que permite representar as retas projetantes das diregcdes b e c rebatidas, isto &,
OpoFp e Op,F. . Tendo o ponto Fy, podem representar-se as perspetivas das retas DH e CG.
Analogamente, representam-se as perspetivas das retas CB e DA convergentes no ponto de
fuga F..

As faces [ABCD] e [FGHE] corresponde a orientacdo & ortogonal & orientagéo a; as faces
[CDHG] e [ABFE] corresponde a orientagéo B também ortogonal a orientagéo a.
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Fig. 1.154. Perspetiva de um cubo com uma diregao de arestas paralela ao quadro.

Como a diregdo comum as orientagdes a e § é a diregéo c, a linha de fuga f 5, deve conter o
ponto F.. Analogamente a linha de fuga f g deve conter o ponto de fuga F. Por outro lado,
como a diregdo comum as orientacdes B e § é a diregdo a, paralela ao quadro, entdo as linhas
de fuga f5 e fg tém a direcéo a, isto é, séo perpendiculares a linha de fuga f .

Para representar a face [ABCD] é necessario determinar agora a projegao cénica do ponto B ou
o ponto A. Por exemplo, sabe-se que a perspetiva da reta BD, de diregao e a 45° entre as
diregdes a e c, deve ter o ponto de fuga F, pertencente a linha de fuga f5 (porqué?).

Para determinar o ponto F, no desenho é preciso proceder ao rebatimento do plano projetante
com orientagdo § em torno do seu trago frontal, a reta f5. Neste movimento, o observador O
descreve um arco contido num plano perpendicular a charneira, com centro onde esse plano
interseta a charneira. Neste caso, esse plano é o plano projetante com orientagéo «, por isso, o
centro do arco do rebatimento do ponto O é o ponto F.. Assim, o ponto Ogs pertence a reta f,
(porqué?). Como ja haviamos representado o rebatimento do plano projetante com orientagéo
«a para o quadro, pode representar-se, rebatido, o arco do rebatimento do ponto O em torno de
fs,isto é, 0 arco de centro F. e raio igual a Og,F .. Quando este arco interseta f, determina-se
Ops € areta projetante com a diregéo ¢ rebatida, isto é areta |l cgg, que fica coincidente com
fa (porqué?). Note-se que hé dois sentidos possiveis para o rebatimento. Agora é possivel
representar areta OpsF,, isto é, areta || egs a 45° com areta || cgs, de modo a determinar o
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ponto F, pertencente areta f5. Neste exemplo, a diregéo ¢ é a diregdo de maior inclinagdo da
orientacao & relativamente ao quadro tal como a diregcdo b é a direcdo de maior inclinacdo da
orientagdo 8 e o ponto P é o ponto de fuga da diregdo de maior inclinagéo da orientagao «.
Outra forma de notar o ponto de fuga Fy, seria F+ ;4.

Pelo ponto F, conduz-se a perspetiva da reta BD determinando o ponto B na intersegdo com a
reta CF .. A aresta [AB] é paralela a aresta [CD]. Pelas perspetivas dos pontos A e B conduzem-
se as retas AF, e BFj, (porqué?).

De seguida podemos passar a determinagao dos pontos G e H nos mesmos termos em que
determinamos A4 e B ou podemos passar a determinagao dos pontos F ou E resolvendo um dos
quadrados com orientacéo «a. E esta ultima opg¢ao que vamos considerar. Para o efeito
determinamos o ponto de fuga F; da direcédo d a 45° entre as diregdes c e b. Logicamente, F4
pertence a f, (porqué?). Conduzido a reta DF ; determina-se a perspetiva do vértice E na
intersegado com areta AF . A partir daqui, a determinagéo das perspetivas dos vértices
restantes nao é mais que aplicacao de procedimentos ja descritos (quais?).

Embora ndo se conhega a dimenséao do cubo nem a sua localizagéo no espago, isto nao é
impeditivo de elaborar a perspetiva, como ja vimos anteriormente. Mais uma vez sublinhamos
que esta bordagem se aproxima do que é feito no desenho de observagado a mao levantada.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos nas condi¢cdes descritas. Os cubos devem ter tamanhos
variados no desenho. Defina um critério de visibilidade que lhe permita arbitrar, visualmente,
que cubos se sobrepdem a que cubos.

Num desenho, represente um cubo nas condi¢cdes descritas. Considerando o cubo como um
modulo de uma grelha espacial tridimensional, desenvolva o desenho dessa grelha
expandindo-a de modo a ocupar a totalidade da folha de desenho.

Num desenho, represente diversos cubos com distintas orientagcdes mas sempre com uma
direcao de arestas paralelas ao quadro. Garanta que todos os cubos tém espacialmente as
mesmas dimensdes (sugestéo: parta da projecéo ortogonal da aresta no quadro e propague
a dimensao de uns cubos para outros).

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada numa folha de tamanho A3, com o
ponto P ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 11cm.

Como nao esta declarado nenhum sistema de referéncia apenas é possivel dizer que as
direcdes b, ¢, d e e sdo obliquas ao quadro e que a direcdo a é paralela ao quadro. Do mesmo
modo apenas é possivel dizer que as orientagdes f8 e § sdo obliquas ao quadro, porque as suas
linhas de fuga nao passam por P, e que a orientacédo «a é ortogonal ao quadro, porque a sua
linha de fuga passa por P.

Se introduzirmos um sistema de referéncia interno podemos especificar melhor as diregbes
das arestas e as orientacoes das faces. Na figura seguinte, estabelecemos de trés modos
distintos o sistema de referéncia interno (as construgdes auxiliares estdo omissas).
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Fig. 1.155. Especificagéo do sistema de referéncia interno.

No primeiro caso (figura 1.155.a), x' = f, ez’ |l fg Il f5. Adirecdes a, b e ¢ séo,
respetivamente, vertical, horizontal com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro, e
horizontal com abertura para a direita em relagao ao quadro. A diregdo d também é horizontal
com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro. A diregéo e é obliqua ascendente e com
abertura para a direita em relagéo ao quadro. As orientagdes «a, 8 e § sdo, respetivamente,
horizontal, vertical com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro, e vertical com
abertura para a direita em relagéo ao quadro.

No segundo caso (figura 1.155.b), x’ e z’ estdo inclinados relativamente a todas as linhas de
fuga. A diregdes a, b e ¢ sao, respetivamente, frontal com abertura para direita, obliqua
ascendente com abertura para a esquerda em relagao ao quadro, e obliqua descendente com
abertura para a direita em relagcéo ao quadro. A direcdo d é obliqua ascendente e com abertura
para a esquerda em relagao ao quadro. A diregao e é obliqua ascendente e com abertura para a
direita em relagdo ao quadro. As orientacdes «a, B e § sdo, respetivamente, de topo com
abertura para a esquerda em relagéo ao plano x’y’, obliqua ascendente com abertura para a
esquerda em relagao ao quadro, e obliqua descendente com abertura para a direita em relagéo
ao quadro.

No terceiro caso (figura 1.155.c),z' = foex' || fg Il f5. Adirecdes a, b e ¢ séo, respetivamente,
fronto-horizontal, de perfil ascendente em relagdo ao quadro, e de perfil descendente em
relacdo ao quadro. A direcdo d também é de perfil ascendente em relacdo ao quadro. A diregéo
e é obliqua descendente e com abertura para a direita em relagédo ao quadro. As orientagdes «a,
P e 8 sdo, respetivamente, de perfil, de rampa ascendente em relagédo ao quadro, e de rampa
descendente em relagao ao quadro.

Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto.

Concatenando as trés perspetivas num unico desenho (o que implica rodar os cubos para
alinhar os referenciais), expanda o desenho introduzindo cubos adicionais. Sugere-se que
produza estes desenhos a méao levantada em folhas de tamanho A3, com o ponto P ao
centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 11cm.

No exemplo dado, a perspetiva da aresta [CD] mede 4cm no desenho. Mas isso nada diz
acerca do tamanho do cubo. Tal como no caso da perspetiva de 1 ponto de fuga, a resolugéo da
indefinicao da dimensao do cubo faz-se declarando o comprimento das arestas. Suponhamos
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que as arestas do cubo medem 3cm. Ao declarar os comprimentos das arestas, e também as
direcdes das mesmas, a relagio entre o observador, o cubo e o quadro fica perfeitamente
determinada (figura 1.156).
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Fig. 1.156. Recuperagéo da posigéo dos cubo em relagédo ao quadro e ao observador.

Recuperar a relagdo do cubo com o quadro significa intersetar os planos das faces do cubo
com o quadro de modo a que a distancia entre os tragos do planos perpendiculares ao quadro
distem 3cm no desenho (como determinar estas intersegdes?). Estes tragos sdo obviamente
paralelos a linha de fuga f, (porqué?). Ja os tragos dos planos de orientagdo B e § tém a
direcao a (porqué?). Seja N o ponto de intersegao da reta AD com o quadro. Se considerarmos
a rotagao da aresta [AD] para o quadro, em torno do ponto N, no plano da face [ADHE], vamos
obter o segmento [AgDg] cujo comprimento, no desenho, deve ser 3cm (porqué?), contido no
trago frontal do plano da face [ADHE]. Para o efeito devemos considerar o ponto de fuga de
medicao da diregéo ¢ por respeito a orientagéo «, isto &, o ponto F,., = Ops. Também
pertence a este traco frontal o ponto A”, projecao ortogonal do ponto 4 no quadro. E
conhecendo A”, determinar a distancia do ponto 4 ao quadro faz-se nos exatos termos
referidos em relagao a perspetiva de 1 ponto de fuga (operagao nao efetuada no desenho).
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Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos em condig¢des idénticas as descritas. Para cada cubo
arbitre uma verdadeira grandeza do comprimento das arestas e, de seguida, determine a
distancia de cada um dos vértices ao quadro.

Represente diversos cubos com distintas orientagdes mas sempre com uma orientacéo de
faces paralelas ao quadro. Garanta que todos os cubos tém espacialmente as mesmas
dimensodes (sugestao: parta da projecéo ortogonal de uma aresta no quadro e propague-a
para os outros cubos).

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada em folhas de tamanho A3, com o
ponto P ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 11cm.

Vamos agora associar um sistema de coordenadas ao cubo. Vamos fazé-lo primeiro
considerandoque x || DA,y || HD e z = CD (figura 1.157). Ao estabelecer um referencial
externo torna-se possivel caraterizar as direcdes e as orientagcdes externamente, como ja
fizemos em relagéo a perspetiva de 1 ponto de fuga.

Q 1cm
-
_ |3
l__./ Fb_Tr |
\_fa=llcrs=LH I|

Fig. 1.157. Associagdo de um sistema de referéncia externo ao cubo com os eixos paralelos as arestas do cubo e um deles
contendo uma aresta.

Neste sistema de referéncia, as retas com a diregdo a sdo verticais, as retas com a diregdo b
sdo de topo, retas com a diregao ¢ sdo fronto-horizontais e retas com a diregdo d séo
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horizontais, as retas com a diregao e sao frontais. Como omitimos um sistema interno, nao faz
sentido falar em abertura para a direita ou para a esquerda. Os planos com orientagdo a sao
horizontais, os planos com orientagao f sdo de perfil e planos com orientagéo § sao frontais.
Ao definir um sistema externo, podemos agora considerar as projegdes horizontais, isto &, as
projecoes ortogonais no plano xy e as suas respetivas projecoes conicas. Neste caso, também
é possivel definir a LH e a LT, sendo que a primeira coincide com a linha de fuga f, (porqué?).

No sistema de referéncia definido podemos determinar as coordenadas de qualquer ponto. Por
exemplo as coordenadas X, Y e Z do ponto 4 séo, respetivamente +3cm, Ocm e +N_N1.
Também podemos determinar as coordenadas do observador neste sistema de referéncia. Da
observacao da figura é possivel perceber que a coordenada Z do observador € positiva, sendo
negativas as coordenadas X e Y. Sejam D’'N’ e D’M’ as retas de intersegao do plano do
horizonte com os planos coordenados zx e yz, respetivamente. E sejam T e § os pontos de
intersegao destas retas com os planos projetantes com orientagdo f e 8, respetivamente. A
distancia entre os pontos D’ e S corresponde a coordenada Y e a distancia entre os pontos D’ e
T corresponde a coordenada X. As verdadeiras grandezas destas medidas sao obtidas pelo
rebatimento do plano do horizonte. Assim, o valor da coordenada Y é dado pelo comprimento

D'RuSreq € 0 valor da coordenada X é dado pelo comprimento D'g,Tg,- Ja 0 valor da

coordenada Z é dado pelo comprimento N'N.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Em relacao a perspetiva da figura 1.157, defina o referencial de diferentes modos, incluindo
referenciais estabelecidos nos termos da perspetiva de 1 ponto de fuga, isto €, em que um
dos eixos coordenados é perpendicular ao quadro, considerando, quando aplicavel, a
representacdo da LH e da LT. Para cada um dos casos, determine as coordenadas dos
vértices do cubo e do observador, e caraterize as diregdes das arestas e as orientagdes das
faces do cubo.

Procure resolver o problema inverso, isto é, sendo dadas as coordenadas do observador, a
distancia do observador ao quadro, a diregao principal do olhar, e sabendo que a diregao
principal do olhar é paralela a um dos planos coordenados, represente o sistema de
referéncia em perspetiva e, de seguida, represente cubos com varias dimensdes e faces
paralelas aos planos coordenados (sugestédo: esboce numa axonometria a relagéo entre
estes elementos para auxilio do entendimento da situacao espacial).

Sugere-se que produza cada um destes desenhos numa folha de tamanho A3, com o ponto P
ao centro, e em que o raio da circunferéncia [d] ronde os 11cm. A medida que se for
familiarizando com os conceitos e praticas adote o desenho a méao levantada.

Perspetiva de trés pontos de fuga

Na perspetiva de trés pontos de fuga consideramos a representagdo de um cubo em que todas
as diregOes de arestas, a, b e ¢, sendo ortogonais entre si, sdo obliquas ao quadro. Nessa
situagao, os pontos de fuga das trés diregoes, F,, Fp e F ., definem sempre um tridngulo
acutédngulo de que o ponto P é o ortocentro e projegao ortogonal do observador O no quadro.
As orientagdes B, a e §, ortogonais entre si, correspondem as linhas de fuga fg, f4 € fs,
respetivamente. A distdncia do observador ao quadro é a altura da piramide de base

[Fq Fp, F.] e vértice 0. Repare-se na analogia com a axonometria ortogonal. As retas que se

232



intersetam no ponto P determinam, nos lados do tridngulo [F,, Fp, F.], os pontos de fuga das
diregbes de maior inclinagao das orientagdes das faces do cubo (porqué?). Por exemplo, se
considerarmos a orientagcdo a& podemos determinar a sua inclinagdo relativamente ao quadro,
90° — 6°, que é complementar da inclinagao da diregcdo a relativamente ao quadro, 6°. Estas
duas diregdes, > i, e a, definem uma orientagéo i ortogonal ao quadro. O plano projetante
com orientacao 1t contém a distancia oP que pode ser determinada através do seu
rebatimento para o quadro em torno de f,. Este rebatimento também permite obter
graficamente as amplitudes 90° — 8° e 8°. No desenho é omissa a representagéo da
circunferéncia de distancia [d].

Uma forma de representar um cubo nestas condi¢cdes € comecar por arbitrar o tridngulo
[Fq Fp, F.] e de seguida a perspetiva de uma das arestas. No caso da figura 1.158 arbitrou-se a
perspetiva da aresta [CD] cuja reta de suporte tem ponto de fuga em F,,.

\\D/ - g i

, y . ’ | |

N /;>F>\6/ \
NN

\ - |
N HFe lews |
\ / .

Fig. 1.158. Perspetiva de um cubo com as diregdes das arestas obliquas ao quadro.

Dada a perspetiva da aresta [CD] do cubo, procede-se a representacao das perspetivas das
retas CB e DA convergentesem F, e das retas DH e CG convergentes em Fj,. Para representar
o quadrado [ABCD] é necessario determinar a perspetiva do vértice B ou do vértice A. Para
determinar a perspetiva do vértice B, representa-se a perspetiva da reta BD convergente em
F,, ponto de fuga da direcdo e a 45° entre as diregOes a e ¢ na orientagao 4. Para determinar
este ponto de fuga considerou-se o rebatimento, para o quadro, do plano projetante com
orientagédo & em torno do seu trago frontal, a reta f 5. Mais uma vez se chama a atengéo para a
analogia com a axonometria ortogonal. A perspetiva da reta AB converge no ponto de fuga F,
(porqué?). Arepresentacao do quadrado [DCGH] é em tudo idéntica. Apds termos

233



representado estas duas faces do cubo, a determinagao do resto da perspetiva € de facil
resolugado (como?).

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos das condi¢cdes descritas a partir da definicdo de um
triangulo [F,, Fp, F.]. Os cubos devem ter tamanhos variados no desenho. Defina um critério
de visibilidade que lhe permita arbitrar, visualmente, que cubos se sobrepdem a que cubos

Num desenho, represente um cubo nas condi¢cdes descritas. Considerando o cubo como um
modulo de uma grelha espacial tridimensional, desenvolva o desenho dessa grelha
expandindo-a de modo a ocupar a totalidade da folha de desenho.

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada numa folha de tamanho A3,
distribuindo bem os trés pontos de fuga na folha.

Como néo esta declarado nenhum sistema de referéncia apenas € possivel dizer que as
diregdes a, b, c, e e f sdo obliquas ao quadro. Do mesmo modo apenas é possivel dizer que as
orientagdes a, 8 e § sdo obliquas ao quadro, porque as suas linhas de fuga ndo passam por P,
e que a orientagao m é ortogonal ao quadro, porque a sua linha de fuga passa por P.

Se introduzirmos um sistema de referéncia interno podemos especificar melhor as diregcdes
das arestas e as orientagdes das faces, como ja fizemos para os dois casos anteriores. Embora
nao tenha sido utilizado, considerou-se também o ponto de fuga F;. Na figura seguinte,
estabelecemos de trés modos distintos o sistema de referéncia interno (as construcoes
auxiliares estdo omissas).

’—.

hZ=Tn

=

a) b) C)

Fig. 1.159. Especificagéo do sistema de referéncia interno.

No primeiro caso (figura 1.159.a), 2’ = frex' || fo. As direcbes a e > ia séo de perfil,
ascendente a primeira e descendente a segunda; as diregdes e, e > id sao obliquas,
ascendentes e com abertura para a direita em relagéo ao quadro; as diregdes c, e d sédo
obliquas, descendentes e com abertura para a direita em relagédo ao quadro; a diregdo b é
obliqua, descendente e com abertura para a esquerda em relagéo ao quadro; e as diregdes f e
> if sao obliquas, ascendentes e com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro. A
orientacao m é de perfil; a orientacdo a de rampa, descendente em relacdo ao quadro; a
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orientacao é é obliqua, ascendente e com abertura para a direita em relagao ao quadro; e a
orientacgdo B é obliqua, ascendente e com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro.

No segundo caso (figura 1.159.b), x’ e z’ estdo inclinados relativamente a todas as linhas de
fuga. As direcoes a, > id e e sdo obliquas, ascendentes e com abertura para a direita em
relacao ao quadro; as diregoes c e d sao obliquas, descendentes e com abertura para a direita
em relacdo ao quadro; as diregdes b e > ia sdo obliquas, descendentes e com abertura para a
esquerda em relagdo ao quadro; e as diregOes f e > iff sdo obliquas, ascendentes e com
abertura para a esquerda em relagao ao quadro. A orientagao 1 € de topo com abertura para a
direita em relagéo ao plano x’y’; a orientagéo é é obliqua, ascendente e com abertura para a
direita em relagéo ao quadro; a orientagéo a € obliqua, descendente e com abertura para a
esquerda em relagéo ao quadro; e a orientagao B é obliqua, ascendente e com abertura para a
esquerda em relagdo ao quadro.

No terceiro caso (figura 1.159.c), z' || f, e X' = f,. As diregcOes a e > ia sdo horizontais, a
primeira com abertura para a direita e a segunda com abertura para a esquerda em relagdo ao
quadro; as diregdes e, e > id sdo obliquas, descendentes e com abertura para a direita em
relacdo ao quadro; as diregoes c, e d sdo obliquas, descendentes e com abertura para a
esquerda em relagao ao quadro; a direcdo b é obliqua, ascendente e com abertura para a
esquerda em relagdo ao quadro; e as diregdes f e > iff sdo obliquas, ascendentes e com
abertura para a direita em relagao ao quadro. A orientagcao 1 € horizontal; a orientacéo a é
vertical com abertura para a esquerda em relagdo ao quadro; a orientagao é é obliqua,
descendente e com abertura para a direita em relagédo ao quadro; e a orientagao f8 é obliqua,
ascendente e com abertura para a direita em relacao ao quadro.

Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto.

Concatenando as trés perspetivas num Unico desenho (o que implica rodar os cubos para
alinhar os referenciais), expanda o desenho introduzindo cubos adicionais. Sugere-se que
produza estes desenhos a mao levantada em folhas de tamanho A3, com o ponto P
aproximadamente ao centro.

Neste exemplo arbitrou-se a perspetiva da aresta [CD]. Mas isso nada nos diz acerca da
dimensao do cubo (figura 1.160). Mais uma vez, e a semelhanca dos casos anteriores, a
perspetiva pode referir-se a um pequeno cubo situado perto do observador ou a um cubo muito
grande e afastado do observador. E mais uma vez, uma das formas de resolver essa
ambiguidade é arbitrar a dimensao da aresta do cubo. Considere-se entao que as arestas do
cubo medem 4cm.

Considerando o ponto de fuga de medigao da diregcdo a, por respeito a orientagéo 6, isto é, o
ponto F 4.5, Podemos obter a perspetiva do segmento [DCg ] correspondente a rotagédo da
aresta [DC] do cubo para um plano paralelo ao quadro, em torno do vértice D, no plano da face
[ABCD]. Graficamente, [DCg ] € paralelo a f5 (porqué?). No desenho, se DCg < 4cm ent&o o
segmento [DCg] esta no espaco real (porqué?), ja se DCg = 4cm entdo [DCg] esta no quadro
(porqué), e se m > 4cm, que é o caso, entdo [DCp | esté no espaco intermédio (porqué?). Se
arotagao da aresta [DC] for feita em torno do seu trago no quadro, o segmento rodado [DgCp]
tera a sua perspetiva com 4cm de comprimento (porqué?) e também sera graficamente
paralelo a f 5 (porqué?). Se considerarmos o arco da rotagédo do ponto € em torno do ponto D, e
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o arco da rotacao do ponto € em torno do tragco da reta €D no quadro (ponto N ainda nao
determinado), conseguimos perceber que ambos os arcos tém a mesma amplitude (porqué) e
que ambos os arcos partilham um extremo comum, o vértice C, logo CCpr = CCp € é paralela a
reta DDg. Assim, determinar graficamente os pontos Cg € Dy é determinar, no desenho, um
segmento [CrDg] paralelo a f5, com 4cm de comprimento, apoiado nas retas CF ;45 € DF 05-
O ponto de intersecao dareta CRkDr com areta CD é o ponto N, o seu trago no quadro. O ponto
deintersegéo dareta CrDg com areta AD é o ponto N’, trago da reta AD no quadro. A partir do
ponto N, ou do ponto N’, pode determinar-se o ponto N”, trago da reta DH no quadro. O
triangulo [N”N’N], secgéo produzida pelo quadro no cubo, € homotético do tridngulo

[Fp, F., F,] com centro na perspetiva do vértice D (porqué?).

Fig. 1.160. Recuperagéo da posigdo do cubo em relagédo ao quadro e ao observador.

A projecao ortogonal do vértice D do cubo no quadro, o ponto D”, é o trago da reta
perpendicular ao quadro (com ponto de fuga P) passante por D. Este ponto pertence ao trago,
no quadro, do plano com orientagao i passante pela reta CD, sendo aquele a projegéo
ortogonal desta no quadro. Obviamente, o trago deste plano é paralelo a f (porqué). E
conhecendo D”, determinar a distancia do ponto D ao quadro faz-se nos exatos termos
referidos em relacéo a perspetiva de 1 ponto de fuga (operacéo nao realizada no desenho). Para
os outros vértices do cubo procede-se de forma analoga. Fica assim resolvida a relagao entre o
cubo, o observador e o quadro.

Representar, em perspetiva, cubos com trés diregdes de arestas obliquas ao quadro é
independente de qualquer sistema de referéncia que se escolha, desde que se conheca a
relacdo das diregdes e das orientagdes entre si e relativamente ao quadro e,
consequentemente os pontos de fuga e linhas de fuga correspondentes.
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Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto.

Num desenho, represente cubos em condig¢des idénticas as descritas. Para cada cubo
arbitre uma verdadeira grandeza do comprimento das arestas e, de seguida, determine a
distancia de cada um dos vértices ao quadro.

Represente diversos cubos com distintas orientagdes mas sempre com uma orientacéo de
faces paralelas ao quadro. Garanta que todos os cubos tém espacialmente as mesmas
dimensodes (sugestao: parta de um cubo e propague a dimenséo para os outros cubos).

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada em folhas de tamanho A3, com o
ponto P aproximadamente ao centro.

Vamos agora associar um sistema de referéncia externo associado ao cubo. Sejaz = CD, x ||
DAey || DH.Assim,ficaLlH = f,e LT || N'N" || f, (figura 1.161).

Fig. 1.161. Definigdo de um sistema de referéncia a partir de um cubo com todas as arestas obliquas ao quadro. Determinagéo das
coordenadas do observador.
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Ao associarmos o sistema de referéncia externo podemos representar as perspetivas das
projegoes horizontais dos vértices do cubo. A origem do referencial externo € o ponto €4 = D;.

Considerando o sistema de referéncia definido, a diregédo a é vertical, a diregdo b é de topo, a
diregédo c é fronto-horizontal, as direges f, e > ia sdo horizontais, as diregbes e, f5 € > id
séo frontais, e as diregdes f, fg e > i séo de perfil. A diregéo ortogonal ao quadro e a diregéo
[, s@o diregdes obliquas relativamente ao sistema de referéncia. A orientagdo a é frontal, a
orientagao f8 é horizontal, a orientagéo & é de perfil, a orientagéo 1 é vertical, e a orientagéo do
plano NN’N” é obliqua.

Da leitura da figura percebe-se imediatamente que a coordenada Z do observador é positiva e
que as restantes sao negativas (porqué?).

Os eixos z, y e x sdo paralelos as retas projetantes que determinam F,, F, e F,
respetivamente. A cota do observador corresponde a sua distancia ao plano xy, que é igual a
distancia do ponto D4 ao plano das projetantes com as dire¢gdes ¢ e b. Do mesmo modo, o
valor da abcissa é igual a distancia do ponto D ao plano das projetantes com as diregcées a e b,
e o afastamento € igual a distancia do ponto D ao plano das retas projetantes com as direcoes
a e c. Seja R o ponto de intersecao da reta DC com o plano das retas projetantes com as
diregcdes c e b, pelo que o valor da cota é dado pela verdadeira grandeza do segmento [D¢R];
seja S a projegao ortogonal do ponto R no plano das retas projetantes com as diregbes ae b,
pelo que o valor da abcissa é dado pela verdadeira grandeza do segmento [RS]; sejaT a
projecao ortogonal do ponto R no plano das retas projetantes com as diregbes a e ¢, pelo que o
valor do afastamento é dado pela verdadeira grandeza do segmento [RT]. A perspetiva do
ponto R pertence a f,, a perspetiva do ponto S coincide com o ponto de fuga F), e a perspetiva
do ponto T coincide com o ponto de fuga F. (porqué?). A projecao ortogonal do ponto R no
quadro, o ponto R”, é aintersecao dareta ND” com a reta RP (porqué?). A reta projetante do
ponto R tem a sua projecao ortogonal no quadro coincidente com areta PR” (porqué?). Areta
projetante do ponto R rebatida para o quadro em torno de f, € a reta que une a perspetiva do
ponto R com o ponto Og,, € 0 ponto R rebatido para o quadro em torno de f,, isto é, o ponto
Ry, pertence a estareta.

Considerando o rebatimento do plano projetante, definido pelas direcdes b e ¢, para o quadro
em torno de f,, a coordenada X do observador é dada pelo comprimento SRy e a coordenada
Y é dada pelo comprimento TRy (porqué?). Considerando o rebatimento do plano projetante

com orientacéo 1t para o quadro, a coordenada Z do observador é dada pelo comprimento R'D’
paralelo a Og,F, (porqué?).

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Em relagao a perspetiva da figura 1.161, defina o referencial de diferentes modos, incluindo
referenciais estabelecidos nos termos da perspetiva de 1 ponto de fuga e de 2 pontos de
fuga, isto é, em que um dos eixos coordenados é perpendicular ao quadro, ou em que
apenas um dos planos coordenados é perpendicular ao quadro, considerando, quando
exista, a representacéo da LH e da LT. Para cada um dos casos como determinaria as
coordenadas do observador? Para cada um dos casos caraterize as diregoes das arestas e as
orientagdes das faces dos cubos de acordo com a taxonomia definida.
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Procure resolver o problema inverso, isto é, sendo dadas as coordenadas do observador, a
distancia do observador ao quadro, a diregao principal do olhar, e sabendo que a diregao
OP é obliqua a todos os planos coordenados, represente o sistema de referéncia em
perspetiva e, de seguida, represente cubos com varias dimensodes e faces paralelas aos
planos coordenados (sugestdo: esboce numa axonometria a relagao entre estes elementos
para auxilio do entendimento da situacao no espaco antes de proceder ao desenho em
perspetiva).

Sugere-se que produza estes desenhos a mao levantada numa folha de tamanho A3,
distribuindo bem os trés pontos de fuga na folha.

Representagdo do ponto, dareta e do plano

De alguma forma, nos exemplos que precederam, ja operamos com o ponto, aretae o planoe
ja demos as bases que nos permitem perceber as operagdes basicas de interacao entre estes
elementos. Tal como na axonometria, a principal vocagao da perspetiva ndo é a do estudo
sistematico da representacao do ponto, reta, plano bem como resolver todo o tipo de
operacoes relacionadas com estes elementos. Por isso, apenas daremos um exemplo
demonstrativo, considerando os seguintes dados e problema.

Considere-se um sistema perspético em que a distancia do observador ao quadro mede 4m, a
direcdo principal do olhar é horizontal e faz 50° com o eixo coordenado x, e as coordenadas do
ponto P sédo (1.5, 1, 2). Alinha do horizonte coincide com o eixo x’ do referencial interno. No
esquema da figura 1.162 ilustra-se esta configuragao em projecao ortogonal horizontal.

y

0 im

o—0

0 @

Fig. 1.162. Representagdo, em projegdo horizontal, da relagédo da diregao principal do olhar relativamente ao quadro e sistema de
referéncia externo.

Seja entéo considerado o seguinte problema. Conduza-se, pelo ponto R (15 2 45 umaretap
perpendicular ao plano a. O plano a é ascendente a 55° com o quadro, passa pelo ponto S de
coordenadas (0,0, 1.5), e o seu trago horizontal é paralelo ao quadro. Determine o ponto I de
intersecdo da retap com o plano a.

O primeiro passo na resolugéo do exercicio passa obrigatoriamente pela definigdo do
perspetdgrafo. De seguida ha que representar o sistema de referéncia externo. E apds essa
etapa poderdo entéo representar-se os dados do problema e proceder a sua resolugao
conforme se ilustra na figura 1.163.

239



Comecou por dispor-se a LH = x', o ponto P, e a circunferéncia de distancia [d]. Como a
direcéo principal do olhar é horizontale LH = x', sabe-se que a LT é paralela a LH ficando 2m
abaixo desta no desenho, porque € esta a cota do ponto P, isto €, a LT passa pelo ponto P4,
projecao horizontal do ponto principal. Os pontos Y e X da LT, respetivamente a esquerda e
direita de P4, representam-se diretamente a partir das medidas extraidas da projegao
horizontal. Para representar os eixos x e y em perspetiva, € preciso determinar os seus pontos
de fuga que pertencem a LH (porqué?). Para o efeito considerou-se o rebatimento do plano do
horizonte, determinando Og, a partir do qual se determinaram Fy, e F, (como?). A partir daqui,
representar a perspetiva do referencial é simples (como?).

0 1m R

o—0

fq
/ Na
( Jl-
s Ory |‘ \Fy LH=x'
LT

|Fia
Fig. 1.163. Determinagédo do ponto I de intersegéo entre a reta p e o plano a.

O ponto de interse¢cao do eixos x e y é a projecao horizontal, §, do ponto S pelo qual passa o
plano a. Para representar o ponto S, pertencente a z, conduziu-se uma reta paralela ao eixo x
passante pelo ponto $’ que estd 1. 5m acima do ponto X. O ponto S é a intersecdo dessa reta
com 0 eixo z.

Como o tracgo horizontal do plano a é paralelo ao quadro, entdo o plano a é de rampa
considerando o sistema interno de referéncia; logo a sua direcdo de maior inclinagéo, > ia, é
de perfila 55° com o quadro (considerando o sistema interno de referéncia). Para determinar o
ponto de fuga dessa direcao, considerou-se uma orientacao de perfil 7t no sistema interno. O
ponto de fuga F-;, obtém-se a partir do rebatimento do observador para o quadro em torno da
linha de fuga f . Determinado F+;,, conduz-se a linha de fuga f, paralela a LH (porqué?). Para
determinar o trago frontal do plano «, isto é, a reta n,, que também sabemos ser paralela a LH
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(porqué?), precisamos apenas de determinar o traco frontal de uma reta a qualquer do plano.
Para o efeito consideramos o eixo y como a projegao horizontal da reta a. Isto significa que a
reta a estd contida num plano B, vertical no sistema interno, passante por y. A linha de fuga
desta orientacéo, f[;, passa por Fy, e € perpendicular a LH (porqué?). O ponto de fuga da reta a
é o ponto de intersecao entre as linhas de fuga fﬁ e f o- A perspetiva da reta a passa pelo ponto
F, e pela perspetiva do ponto S. O trago frontal da reta a, isto é, o ponto N, tem a sua projegao
horizontalem Y, na sua intersegdo como LT. Determinado N, pode conduzir-se o trago n, do
plano a no quadro, paralelo a LH (porqué?).

A operagédo que nos permitiu determinar o ponto F+,;,, também nos permite determinar o ponto
de fuga da direcéo de retas ortogonal a orientagao «, isto &, o ponto de fuga F | ,.

A projecao horizontal do ponto R pertence a reta paralela ao eixo y passante pelo ponto P4.
Para determinar o ponto R vai considerar-se a rotagao daquela reta para o quadro, no plano
xy, em torno do ponto P. Areta, depois de rodada, fica coincidente com a LT, e o ponto Rqp
dista 3m do ponto P4, no desenho (porqué?). Para determinar a perspetiva do ponto R, utiliza-
se o ponto de fuga de medigao da diregé@o y, isto €, 0 ponto Fp,y.

O ponto R obtém-se a partir do ponto R’, localizado 4. 5m acima de P4, conduzindo por esse
ponto uma reta paralela ao eixo y e intersetando-a com a vertical passante por R;. Tendo o
ponto R, pode conduzir-se a reta p perpendicular ao plano «. A sua perspetiva converge em
F, , e a perspetiva da sua projegao horizontal, p1, converge em P (porqué?).

Para determinar a intersegdo da reta p com o plano a, conduz-se pela reta um plano com
orientacao m. Este interseta o plano a segundo uma reta i. O ponto I pretendido é o ponto de
concorréncia entre asretasp e i.

Esta operacao espacial que acabamos de descrever pode ser representada em perspetiva (o
que acabamos de fazer), em axonometria, ou em MPO. Como ja estudamos com algum detalhe
este tipo de operagcdes em MPO, contamos que o leitor consiga aplicar na perspetiva, sempre
que necessario, os procedimentos correspondentes.

Atividade proposta:
Responda as questoes levantadas no texto.

Defina o referencial de diferentes modos, incluindo referenciais estabelecidos nos termos da
perspetiva de 1 ponto de fuga, 2 pontos de fuga e 3 pontos de fuga. Em cada um dos casos
procure representar pontos (definidos por coordenadas), retas e planos e proceder a
operacoOes de intersecao entre eles.

Direcao, orientacao, proporcao, dimensao e posicao — Sintese

Até este momento, na maior parte dos casos estivemos a representar cubos. A vantagem de
exercitarmos a perspetiva através da representacao de cubos é poder interiorizar o estudo do
paralelismo e da perpendicularidade, bem como desenvolver a intuicao para a estruturagédo do
espaco através de trés diregoes ortogonais entre si e 0 modo como estas se comportam
quando sujeitas a projecao conica. Nesse sentido, o estudo geométrico da perspetiva acaba
por confluir com a pratica do desenho. Neste ponto vamos fazer uma sintese dos
procedimentos que nos permitem exercer o controlo da dire¢céo, da orientacéo, da proporcgéo,
da dimenséo e da posicdo numa representacdo em perspetiva, que ja afloramos nos exemplos
precedentes.
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Direcao e orientagao

Neste momento ja deve ser claro que a perspetiva passa sempre por saber relacionar entre si
as diregcdes e as orientagdes presentes na cena que se pretende representar. A essas diregdes
e orientacgdes correspondem pontos de fuga e linhas de fuga que, para serem determinadas,
implicam se se possa deduzir a relagcdo das dire¢gdes e das orientagdes relativamente ao
quadro. No que concerne a diregao e a orientagao vamos utilizar o sistema de referéncia
interno da perspetiva.

O lugar geométrico dos pontos de fuga das diregbes a a° com o quadro € uma circunferéncia
[c]. Essa circunferéncia € o trago, no quadro, da superficie conica de revolugdo, de vértice no
observador 0, cujas geratrizes estao inclinadas a a® com o quadro. O lugar geométrico das
linhas de fuga das orientacdes a @° com o quadro € o conjunto das retas tangentes a
circunferéncia [c]. Para uma dada orientagéo & a a® com o quadro, o ponto de tangéncia entre
alinha de fuga f 5 e a circunferéncia [c] é o ponto de fuga F-,;5 da diregdo de maior inclinagéo
da orientacao 8. Para cada orientacdo é a a® com o quadro, existe uma direcao que lhe é
ortogonal, a 90° — a° com o quadro a que corresponde um ponto de fuga F, 5. Os pontos de
fuga F.;5 € F | 5 definem uma linha de fuga f, passante por P, correspondente a uma
orientacao i ortogonal ao quadro. Os dngulos a® € 90° — a® podem ser medidos no plano
projetante com orientagdo 1 através do seu rebatimento para o quadro em torno de f,;. Alinha
de fuga f é perpendicular a linha de fuga f5 no ponto de fuga F-,;5.

Fig. 1.164. Controlo da diregdo e da orientagao.
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Fig. 1.166. Caraterizagao de uma orientagao.

Qualquer ponto de fuga F, pertencente a linha de fuga f 5 corresponde a uma diregéo a contida
na orientagao é e ortogonal a diregdo L 6. Ainclinagdo t° que a diregdo a tem em relagao a
direcdo paralela ao quadro, contida na orientagao 8, pode ser medida através do rebatimento,
para o quadro, do plano projetante com orientagdo § em torno da linha de fuga f 5. E qualquer
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linha de fuga f,; passante pelo ponto de fuga F | 5§ corresponde a uma orientagao 8 ortogonal a
orientagéo & (figura 1.164).

Se estiver definida uma orientagao de referéncia interna, por exemplo através da LH’, entdo é
possivel especificar as diregbes e orientagdes sem ambiguidade. Considere-se a diregao a a
que corresponde o ponto de fuga F, (figura 1.165).

Trata-se de uma direcéo obliqua ascendente, com abertura para a esquerda em relagcao ao
quadro. A direcao estd a a® com o quadro; a diregao da sua projecdo horizontal estd a §° com o
guadro, abertura para a esquerda; a projegao ortogonal no quadro esta a $° com o plano x’y’,
abertura para a esquerda; e ainclinagdo emrelagdo a x’'y’ é &°.

No caso de uma orientacgdo &8, dada pela linha de fuga f 5, € possivel caraterizar a sua diregéo
de maior inclinagéo relativamente ao quadro, a que corresponde o ponto de fuga F 5, a
direcdo paralela ao quadro, dada pela linha de fuga f 5, a diregédo horizontal dada pela
intersecdo entre LH’ e f 5, e a diregdo de maior inclinagao (e maior declive), em relagdo ao
plano x'y’, que se determina na intersegéo entre fs e f,,, linha de fuga de uma orientagdo w
ortogonal a diregdo horizontal h (figura 1.166).

Proporcao

Até agora, as Unicas formas tridimensionais que representamos foram cubos. O controlo da
proporgao na representacao dos cubos ficou assegurado pela utilizacdo adequada de pontos
de fuga correspondentes as dire¢cbes das arestas e das diagonais das faces. Tratando-se de
cubos, sabe-se que as direcdes das arestas sao ortogonais entre si bem como as orientacoes
das faces.

fa

Fig. 1.167. Controlo da proporgao através das do controlo das diregdes e das orientagdes (dados).
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Também se sabe que cada orientagao contém duas diregdes diagonais ortogonais entre si.
Assim, desde que fosse conhecida a relagéo destas direcdes e orientagdes com o quadro,
podia proceder-se a representagao dos cubos mesmo sem conhecer as suas dimensoes,
bastando para o efeito, arbitrar a perspetiva de uma aresta. Ora, o controlo da proporgao, na
perspetiva, de formas tridimensionais ndo € mais que uma generalizagao deste processo. Dito
de outra forma, dada uma forma tridimensional, € necessario analisar a relagao entre as
direcdes e orientacdes que a ela estao associadas, de seguida é necessario relacionar essas
direcdes e orientacdes com o quadro para determinar os pontos de fuga e linhas de fuga
correspondentes e, por fim, arbitrada a perspetiva de um elemento qualquer (em geral, uma
aresta) procede-se ao completamento da perspetiva a partir desse elemento dado. Por vezes, é
esse elemento dado que permite deduzir a relacdo entre as dire¢cdes e orientagdes com o
quadro. Vejamos o caso em que se pretende representar um prisma triangular reto, cuja base é
um tridngulo retdngulo, com uma face retangular [ABCD] contida num plano obliquo ao quadro
cuja orientagao é dada pela linha de fuga f 5 (figura 1.167). E dada a perspetiva da diagonal
[BD] da face retangular e ponto de fuga da reta BD pertencente a linha de fuga f5. E dada
ainda uma descrigdo da forma a representar através de uma axonometria cavaleira. Os
numeros indicados correspondem a relagao entre as arestas do prisma e ndo as suas
dimensdes absolutas.

Fig. 1.168. Controlo da proporgao através das do controlo das diregdes e das orientagdes (resolugéo).
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Para prosseguir com a perspetiva do prisma é necessario proceder a uma analise prévia das
direcoes. Isso pode ser feito através de uma representagao auxiliar em DPO que permita
expressar a verdadeira grandeza das inclinagdes relativas entre as varias diregoes (figura
1.168).

Neste caso, identificaram-se as diregdes b e ¢, ortogonais entre si e contidas na orientagdo 6, a
aproximadamente 31° e 59° com a diregéo a. Identificou-se ainda a diregdo d ortogonal a
orientagéo & que, com a diregéo b, define uma orientagdo a ortogonal a orientagéo 6. Na
orientagao «a esta contida uma diregéo e a aproximadamente 22° com a diregdo a. A diregdo d
e a diregcao de maior inclinagéo da orientagéo & definem uma orientagéo m ortogonal a
orientagao orientagéo & e ao quadro, por isso, a linha de fuga f,; passa pelopontoP e é
perpendicular a linha de fuga f 5 no ponto de fuga F;s.

Os pontos de fuga das dire¢Oes b e ¢ estdo contidos na linha de fuga f 5. Para os determinar, é
necessario proceder ao rebatimento do plano projetante com orientagido é em torno da linha
de fuga f 5. Nesse processo passa-se pelo rebatimento do plano projetante com orientagdo i
em torno da linha de fuga f, (porqué?). Determinados os pontos de fuga Fp e F, a
representacdo da perspetiva do retangulo [ABCD] é simples de obter (como?). Pelos pontos A
e B passam retas com a direcéo d e pelos pontos € e D passam retas com a diregdo e. O ponto
de fuga da diregéo d esta contido na linha de fuga f, (como se determina?). E o ponto de fuga
da direcao e (como se determina?) esta contido na linha de fuga f, definida pelos pontos de
fuga Fj, e F ;. Determinados estes pontos de fuga, a conclusao da perspetiva do prisma € dbvia
(como?).

O controlo da proporg¢éo pode ser feito de outro modo. No exemplo da figura 1.169 vamos
supor que é desconhecida a posicao do observador em relagcao ao quadro.

fa

A

Fig. 1.169. Controlo da proporgao através da subdivisdo de medidas (Teorema de Tales).
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E dada a perspetiva de um paralelogramo [ABCD] contido num plano com uma orientagao a
qualquer. E pretende-se subdividir o paralelogramo, de acordo com o esquema dado. Para o
efeito, conduz-se por um dos vértices do paralelogramo, por exemplo B, uma reta paralela a
linha de fuga f,, isto é, uma reta paralela ao quadro contida no plano do paralelogramo. Nessa
reta define-se um ponto €’ qualquer. Fica assim definido um tridngulo [BCC’] cujo lado [BC'] é
paralelo ao quadro. Divide-se agora o lado [BC’] de modo proporcional a divisdo que se
pretende obter sobre o lado [BC], que neste caso sdo cinco partes iguais. Esta divisdo é direta
no desenho porque a perspetiva deste segmento, por ser paralelo ao quadro, mantém as razoes
simples entre comprimentos. Agora, por cada ponto dessa divisdo conduz-se uma reta paralela
a C’'C. Deste modo, definem-se tridngulos semelhantes ao primeiro e como a divisdo do lado
[BC’] foi em cinco partes iguais, a divisdo do lado [BC] serd em cinco partes iguais (Teorema de
Tales). Porém, como estamos a representar esta operacao em perspetiva, o paralelismo traduz-
se na utilizagcéo do ponto de fuga da reta CC’, o ponto de fuga auxiliar F,,5 pertencente a linha
de fuga f,. Para proceder a divisdo do segmento [AB] procede-se de modo idéntico. As
divisdes dos segmentos [AB] e [BC] podem ser facilmente propagadas aos segmentos [DC] e
[AD] através dos pontos de fuga F, e F,, respetivamente. Em boa verdade, a aplicagédo do
Teorema de Tales ndo passa de uma operacgédo de controlo da direcéo.

Dimenséo e posicao

O controlo da dimensao implica sempre o controlo da proporcao. Isto quer dizer que, se
conhecermos as dimensdes de uma figura qualquer também conhecemos as suas proporgoes.
O inverso ja nao é verdadeiro.
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Fig. 1.170. Lugar geométrico dos pontos de fuga de medicao de uma dire¢do dada.
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E ao controlarmos a dimensdo de uma figura em perspetiva estamos também a controlar a sua
posicdo em relacdo ao observador e em relagédo ao quadro. Para o fazermos utilizamos os
pontos de fuga de medigao, conceito que ja aborddmos e utilizamos em exemplos
precedentes. Vamos aproveitar apenas para fazer uma generalizacdo. Dado um ponto de fuga
qualquer F, existe uma infinidade de pontos de medigéo F,, que lhe correspondem. O lugar
geomeétrico desses pontos é uma circunferéncia [m] de centro em F e raio igual ao
comprimento OF. A razao pela qual existe uma infinidade de pontos de fuga de medigao resulta
do facto de ser possivel rodar uma reta a qualquer para uma posig¢ao paralela ao quadro, ou
para o quadro, de uma infinidade de modos figura 1.170.

No exemplo da figura € dado o ponto de fuga F, e a perspetiva de uma reta a, bem como o seu
trago, N,, no quadro. Note-se que ao ser dado o ponto de fuga da reta e o seu trago no quadro,
a posicao da reta esta perfeitamente definida. De seguida, por exemplo, pretende-se
representar o segmento [AB] com 4m de comprimento, sabendo que N, é o seu ponto médio.
Definiu-se um plano com orientagdo a passante pela reta a. A intersegéo da linha de fuga f,
com a circunferéncia [m] é um dos dois pontos de fuga de medigéo da diregéo a por respeito a
orientagcdo a. Sobre a reta a rodada para o quadro, isto &, sobre ag || f,, representam-se os
ponto Ap e By, a partir dos quais se determinam as perspetivas dos pontos A e B na intersegéo
da perspetiva da reta a com as retas AgF,,,, € BRF 4, respetivamente. Note-se que ha uma
infinidade de possibilidades para a definicdo da orientagéo a.

Um caso particular é a circunferéncia de disténcia [d] como lugar geométrico dos pontos de
fuga de medicao da direcao ortogonal ao quadro.

A nocgao de ponto de fuga de medicao pode aplicar-se a operagao de rebatimento de planos
nao projetantes, por exemplo para o quadro. Repare-se que no rebatimento de um plano com
orientacao a para o quadro, quaisquer pontos descrevem arcos que estao contidos em planos
com orientacao i perpendiculares a charneira. As retas que unem os extremos desses arcos
sao paralelas a projetante que se obtém unindo o observador O com o observador rebatido
Op., determinado por meio do rebatimento, no mesmo sentido, do plano projetante com a
orientagéo a para o quadro. Daqui resulta que o ponto Op, € o ponto de fuga de medigéo
(também designado por ponto de fuga das cordas de arco) da orientagdo a por respeito ao seu
rebatimento para o quadro. O plano que contém o arco do rebatimento de um ponto A4 interseta
o plano com orientacdo a, passante por 4, segundo uma reta de maior inclinagao e interseta o
quadro segundo uma reta perpendicular a linha de fuga f,.

No exemplo da figura 1.171, o ponto 4 é o centro de uma circunferéncia [g], com um dado raio,
e o rebatimento é a operacéao auxiliar que permite a representagao da circunferéncia em
perspetiva. E dada a linha de fuga f,, o trago frontal n, de um plano com orientagédo a, e a
perspetiva do ponto A contido nesse plano.

248



_ AR

Fig. 1.171. Controlo da posi¢ao e da dimenséao através do rebatimento.

Nos exemplos iniciais, em que representamos cubos, verificou-se que a posigao do cubo ficou
perfeitamente definida a partir do momento em que declaramos a dimensao das suas arestas.
Tal permitiu-nos relacionar a posi¢ao do cubo relativamente ao quadro e ao observador.
Também utilizdmos sistemas de coordenados externos com distintas orientagdes, vimos como
extrair coordenadas de pontos dados em perspetiva, como representar pontos dadas as suas
coordenadas, bem como definir o sistema perspético dadas as coordenadas do observador, a
direcao principal do olhar e a distancia do observador ao quadro.

Vamos agora notar que, numa perspetiva, qualquer plano paralelo ao plano do desenho pode
ser considerado como quadro. Isto parece ser ambiguo mas, de facto, ndo é. Aimplicacao
pratica é a escala no plano do desenho e a consequéncia que isso tem na interpretagao da
distancia do observador ao quadro. Vejamos o exemplo da figura 1.172 em que as dimensoes,
no plano do desenho, estdo dadas em centimetro (cm), e todos os quadrados estao situados
em planos paralelos ao plano do desenho. Todos os quadrados tém a mesma dimensao no
espaco, 1m.
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Fig. 1.172. Controlo da posi¢do do quadro.

Se considerarmos que o plano do quadro corresponde ao quadrado que, no desenho, tem
1cm, entdo a escala no quadro € 1/100 e a distancia entre o observador e o quadro é 4m. Mas
se considerarmos gue o quadro corresponde ao quadrado que, no desenho, tem 5c¢m, entdo a
escala no quadro é 1/20 e a distancia entre o observador e o quadro é 0. 8m. Outra forma de
colocar a questao é afirmar que cada plano paralelo ao quadro tem a sua escala prépria.

Por fim, ha situagbes em que conhecemos a perspetiva de uma figura, sabemos que figura esta
representada e em que condi¢cdes, mas ndo conhecemos a localizagdo do observador. Isto
acontece, por exemplo, quando observamos uma fotografia. E uma espécie de problema
inverso da perspetiva. No exemplo da figura 1.173, é dada a perspetiva de um quadrado
[ABCD], que se sabe ter orientagao a a 40° com quadro. Pretende-se determinar a posigéo do
observador e a distancia do observador ao quadro.

Prolongando as perspetivas dos lados [AB] e [CD] determina-se o ponto de fuga Fy;
prolongando as perspetivas dos lados [AD] e [BC] determina-se o ponto de fuga F,. Os pontos
de fuga F, e Fj, definem a linha de fuga f,. O ponto de fuga F, dareta AC, pertence a f,
(porqué?). Sabe-se que os pontos de fuga F, e Fj, correspondem a diregdes ortogonais entre si
e, por isso, as retas projetantes com as diregcdes a e b intersetam-se perpendicularmente no
observador 0. Isto significa que o observador esté contido algures numa superficie esférica de
didmetro m e centro no ponto médio M do segmento [F,F}] (porqué?), de onde, o
observador rebatido para o quadro, em torno de f, tem de pertencer a circunferéncia [c], trago
da superficie esférica no quadro. Por outro lado, a reta projetante com a diregao ¢ deve estara
45° com as retas projetantes com as diregdes a e b. Assim, o ponto Og,, pertence a
circunferéncia [c] e os pares de retas Og,F, € OpoFc, € OpoF € Og,Fp, devem fazer 45° entre
si. Entao, para determinar o ponto Og,, conduz-se areta MN L f, e pelo ponto N conduz-se a
reta NF . Esta reta interseta a circunferéncia [c] no ponto Og, (porqué?). Determinado Og,,
conduz-se areta f,; L f,, queinterseta f, no ponto de fuga F-,;, da diregdo de maior
inclinagao da orientagédo a. A partir daqui, a determinagao da distancia do observador ao
guadro, do ponto P e da circunferéncia de distancia [d] sdo operagdes a realizar pela ordem
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inversa do que temos feito nos exemplos anteriores. Mas note-se que a interpretacdo da

distancia Op, P s6 ganha significado se soubermos qual a dimensé&o real do quadrado [ABCD]
(porqué?).

Fig. 1.173. Restituicdo da posigao do observador.

Representacao de formas geométricas simples

Vamos agora exemplificar a representagao de formas geométricas simples em perspetiva, sem
esquecer que a perspetiva beneficia da colocagao de varias formas em relagéo. Essa é uma
das suas vocacgodes. A perspetiva é um sistema de representagao particularmente adequado a
representar a aparéncia visual das coisas a partir de um ponto de vista. Note-se que “ponto de
vista” é sindbnimo de perspetiva.

Vamos, no mesmo desenho, representar um cone de revolugdo, um cilindro de revolugcao, uma
piramide reta de base hexagonal regular, e um paralelepipedo retangulo cuja base,
perpendicular ao quadro, tem a proporcéo 5: 3 (figura 1.174).
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Fig. 1.174. Representagao de um cone de revolugéo, uma pirdmide hexagonal reta, um cilindro de revolugéo e um paralelepipedo
retangulo.

O cone de revolugcao tem sua base contida num plano paralelo ao quadro, por isso, a perspetiva
da base é um circulo. O seu eixo € uma reta perpendicular ao quadro, logo de ponto de fuga P.
A altura do cone, tal como esta representada, € igual ao raio da base (porqué?). A alturada
piramide, tal como representada, € igual ao didmetro da base do cone tal como a distancia
entre lados da base paralelos entre si (porqué?). Relativamente ao paralelepipedo, comecamos
por arbitrar a perspetiva da aresta [AD]. A partir desta aresta representou-se o quadrado
[ABCD]. De seguida estenderam-se os segmentos [AB] e [DC] de modo a que, espacialmente,

E/ﬁ = 5/3. Isto foi feito por aplicagdo do teorema de Tales. Finalmente, o cilindro de
revolugdo, cujo didmetro da base, tal como representado, corresponde a [AD] (porqué). O
cilindro tem uma das suas bases contida numa face do paralelepipedo. A outra, tal como
representada, tem o centro no mesmo plano paralelo ao quadro que passa pelo vértice do cone
(porqué?); e a sua geratriz de menor cota tem a mesma cota que o vértice da piramide
(porqué?). E espacialmente, a diferenga entre a altura do paralelepipedo e a altura da piramide
corresponde a dimenséo espacial do segmento [DA] (porqué?).

Por fim, esta declarado no desenho que a distancia entre o plano da base do paralelepipedo (e
da pirdmide; plano xy embora néo estejam representados os eixos) e o plano do horizonte é
2m. Estdo representadas duas possiveis linhas de terra, LT e LT". Como em qualquer plano
paralelo ao quadro séo preservadas as proporgoes, se nada for declarado em contrario, é
legitimo considerar qualquer um planos frontais correspondentes como o plano do quadro
(porqué?).
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Operacgbes geométricas

Todas as operagdes geométricas referidas a propdsito da MPO podem, em principio, ser
executadas em perspetiva. Porém, a maior vocagao da perspetiva nao é a de resolver
problemas métricos mas sim de representar a aparéncia das coisas como elas nos aparecem
ao olhar. No entanto, os proximos dois casos servem como exemplos da autonomia da
perspetiva enquanto sistema de representacéo.

z fu

Fig. 1.175. Truncagem de um prisma octogonal reto e translagéo de parte do mesmo.

No primeiro caso (figura 1.175) vamos resolver uma combinag¢do de uma truncagem com uma
translacdo. Para o efeito partimos de um prisma octogonal reto, com 5m de altura, e bases
regulares horizontais com 3m de lado. A face retangular mais proxima do observador tem um
lado contido no semieixo z positivo e outro contido no semieixo x positivo. A base de menor
cota esta contida no plano xy. O observador € o ponto O3, _4 3y €0 quadro € o plano zx. O
referencial interno da perspetiva tem os eixos paralelos aos eixos homodlogos do referencial
externo.

Pretende-se seccionar o prisma por um plano de rampa ascendente a 50° com o quadro
passante a 2/5 da altura das arestas verticais mais proximas do observador. De seguida
pretende-se efetuar uma translacao, na diregao do eixo z, da parte do prisma que fica acima do
plano da secc¢éo, de tal modo que a face inferior desta parte fiqgue contida no plano projetante
paralelo ao plano da secgéo.
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Para representar a base de menor cota considerou-se o rebatimento do plano xy para o quadro,
em torno do eixo x. A base rebatida esta parcialmente representada. As diregcdes das arestas
das bases séo fronto-horizontal, topo e horizontais a 45° com o quadro, abertura para a direita
e abertura para a esquerda. A primeira ndo tem ponto de fuga e os pontos de fuga das outras
sao, respetivamente, P, Fy, e F,,. Os planos das faces laterais do prisma séo frontais, de perfil,
e verticais a 45° com abertura para a direita e abertura para a esquerda em relagdo ao quadro.
A primeira orientagdo nao tem linha de fuga e as demais tém as linhas de fuga verticais, f
passante por P, f,; passante por Fyq, € f5 passante por F,;, respetivamente. A representagéo
do prisma néo oferece dificuldades pelo que ndo a descrevemos. De seguida, determina-se a
linha de fuga f, da orientagéo de rampa ascendente a 50° com o quadro.

Esta passa pelo ponto de fuga F-,;, correspondente a uma diregao de perfilascendente com o
qguadro e, por essa razéo, o ponto de fuga F;, (como se determina?) também pertencea f, L
f«- Para além do ponto F;4, 0s pontos F, e Fy,, resultantes da intersegdo entre f, e fs e f,
séo os pontos de fuga das retas que contém as intersegdes do plano secante com as faces do
prisma. Determinada a intersegao do plano secante com a face frontal mais préxima do
observador, a resolucao da figura de secgao é simples de obter.

Relativamente a translacao, como a direcdo é vertical, os comprimentos graficos das arestas
paralelas ao quadro nao se alteram, e a perspetiva da face inferior da parte superior do prisma,
apos a translagéo, deve ficar contida em f, pelo que a resolugéo da translagdo também néo
oferece dificuldades.

No segundo caso (figura 1.176) vamos resolver a subtragédo produzida num cubo com 6m de
aresta, trés arestas contidas nos semieixos positivos, por um cubo de menores dimensoes.

O cubo menor obtém-se a partir do maior através da seguinte sequéncia de transformacoes: i)
uma homotetia de centro na origem e fator igual a 2/3, ii) uma rotagdo de —45° em torno do
eixo coordenado z e, iii) uma translagédo de 1m no sentido do vetor (—1,1,0). O quadro é o
plano da face vertical do cubo menor que contém o eixo z. O observador é o ponto

0, _4 3)-Oeixo z’ doreferencial interno da perspetiva € paralelo ao eixo z do referencial
externo

Da leitura das condi¢bes do problema, deduz-se que a diregao principal do olhar é horizontal a
45° com os eixos coordenados x e y, ficando os semieixos x e y positivos situados no espago
real. Como a cota do observador é 3m, o plano do horizonte interseta o eixo Z num ponto Q
com 3m de cota. A representacao do perspetdgrafo pode entdo comecar pela representacao
do eixo z, do ponto Q, pelo qual passaa LH 1 z, e a sua projecao horizontal Q4, pela qual
passaalLT.
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Fig. 1.176. Subtragéo produzida por um cubo noutro cubo.

Considerando agora o rebatimento do plano do horizonte para o quadro, é possivel determinar
a posigao do observador rebatido O, a partir das linhas a pontilhado no desenho, que
correspondem ao rebatimento das retas de intersecao entre o plano do horizonte e os planos
coordenados yz e zx. Determinado Op é imediata a determinagéo do ponto P, da
circunferéncia [d] e dos pontos de fuga F,, Fp, e F .. Estes quatro pontos de fuga sédo os
necessarios para proceder a representacao dos dois cubos. Os planos das faces do cubo maior
tém LH, f, 1 LH passante por F, ef,; 1 LH passante por Fp, como linhas de fuga. Os planos
das faces do cubo menortém LH e f, L LH passante por P, como linhas de fuga, sendo que
uma das orientagdOes de faces € paralela ao quadro. Também se deduz do enunciado que o
comprimento da aresta do cubo menor é 4m e que a sua face mais a esquerda no desenho se
situa 1m para a esquerda em relagéo ao eixo z. A partir deste momento, a representacao dos
dois cubos nao oferece dificuldade. Para determinar as intersegdes entre os planos das faces
dos dois cubos procede-se como no exemplo anterior.

Aplicacdes da perspetiva conica

A perspetiva tem aplicagdo em multiplas areas. A sua origem esta na pintura e foram os artistas
do Renascimento, como Alberti e Durer (mas nao sd) que procederam a sua sistematizagao e
deram os métodos para a sua produgao rigorosa. Sobretudo a partir dessa altura passa a
encontrar-se amiude em tratados de arquitetura e sempre foi uma forma de representacao
privilegiada nesta area disciplinar. A vulgarizagao das imagens em perspetiva vem com a
fotografia no sec. XIX, e com o cinema e a televisdo no sec. XX. Este sistema existe ainda em
praticamente todas as ferramentas informaticas de modelagéo e visualizagéo tridimensional
em variadissimas disciplinas como a fisica, a matematica, a engenharia, a arquitetura, o design
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e até a biologia ou medicina. A semelhanca do que acontece com a axonometria, como a
perspetiva de uma forma pode ser muito facilmente obtida a partir de um modelo
tridimensional digital, interessa-nos por contraponto, salientar também o seu potencial em
processos de desenho manual, nos quais devem ser vertidos os principios até aqui discutidos
aplicados.

Atividade proposta:

Antecipadamente, propoe-se desde ja que procure executar a mao levantada o tipo de
desenhos que irdo ser mostrados nesta secgdo. O pretexto para o fazer pode ser o estudo de
um objeto arquitetdnico, o desenvolvimento de um projeto ou a comunicagao de uma ideia.

Composicao e ideagdo de volumes

Em arquitetura, é tdo importante o controlo do espago como o controlo da forma. A perspetiva
axonomeétrica é eficaz para visualizar a forma mas a perspetiva conica é particularmente eficaz
para visualizar a percecao do espaco e tomar decisdes sobre o modo de sobre ele operar. A
representagdo da composicao de volumes em perspetiva faz-se sempre através de uma sintese
dos principios e procedimentos até agora estudados.

Fig. 1.177. Composigéo e ideagdo de volumes.

Tal como referimos em relagéo a axonometria, e que também é valido para MPO, também na
perspetiva quando efetuamos um esbogo, ndo é necessario emular construgcdes que apenas
fazem sentido no desenho manual de precisao seja ele analdgico ou digital. O desenho manual
acabara por ser aquilo que restara quando tudo for interiorizado. A geometria aparecerd assim
como uma espécie de cultura associada ao desenho e ndo como uma coisa distante e
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esquecida. No exemplo que vamos dar (figura 1.177), vamos utilizar a perspetiva de modo
intuitivo para representar uma composicao de volumes. Quando dizemos de modo intuitivo
queremos dizer que € possivel proceder a um desenho em perspetiva em que parte é
controlada geometricamente com preciséo (por exemplo a localizagdo dos pontos de fuga) e
parte é controlada através da intuicdo (por exemplo as proporcdes do desenho). Isto € uma
aproximacgao ao que se faz num desenho a mao levantada. E é assim que normalmente
procedemos quando compomos uma dada forma através de desenho perspético.

Arepresentagéo da figura humana introduz uma nogéo de escala. Embora o controlo das
proporgdes tenha sito todo realizado intuitivamente, pontualmente podem utilizar-se
procedimentos que incrementem a precisdo do desenho. Por exemplo, na abertura curva nao
se controlou a proporgao no sentido de garantir que se esta a representar exatamente uma
forma circular, porém introduziu-se um procedimento para garantir rigor no tracado das elipses.

Atividade proposta:

Em desenhos perspéticos, elabore composicdes de volumes recorrendo as operagdes
geomeétricas e procedimentos ja estudados. Para além de desenho de precisdo sugere-se
que pratique o desenho a méao levantada porque entre as duas formas de desenho
desenvolve-se a razdo e a intuigcéo.

Representacado de volumes descritos em MPO ou axonometria

Embora estejamos agora a tratar da perspetiva conica, ndo podemos esquecer que ja faldmos
da MPO e da axonometria.

(fo)=F>ic _ (llex) o
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\ ORTOGONAL
Axy.
F-; \
o ",'- o]

, “ly
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a) b)

Fig. 1.178. Preparacao da perspetiva: a) Dados do problema em axonometria planométrica isométrica; b) Determinagao dos
parametros do perspetégrafo em DPO.

E esses sistemas de representacdo devem contaminar a perspetiva e deixar-se contaminar
pela perspetiva. Isto quer dizer que € preciso saber transitar entre sistemas de representagao
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de modo a utilizar cada um naquilo em que é mais eficiente. Por vezes é necessario proceder a
uma representacao perspética de uma forma qualquer dada em MPO ou axonometria. Mesmo
que a forma nao seja dada nesses sistemas, eles sdo muitas vezes adequados ao estudo prévio
darelagao entre as diregdes a as orientagdes. Dispor de representagoes em MPO permite
proceder a escolha de pontos de vista e extrair os parametros do perspetografo.

No exemplo que vamos tratar, a forma e a posi¢cdo do observador sdo descritos numa
representagcao axonomeétrica (figura 1.178.a). E, para estabelecer os parametros da perspetiva,
sera necessario proceder a um conjunto de construgoes, remetendo para DPO, que nos vao
permitir posicionar os pontos de fuga e as linhas de fuga (figura 1.178.b), apds o que podemos
proceder ao desenho perspético. Note-se que as construgdes efetuadas ndo estdo na mesma
escala em que temos os dados. A vista lateral corresponde ao plano projetante (na
axonometria e na perspetiva) que contém o ponto O e o ponto P. Este plano contémoeixo z e
forma um diedro de 60° com o plano zx. Nesta vista determina-se a inclinagao de
aproximadamente 49. 5° da orientagéo xy (orientagéo «a) relativamente ao quadro. Com
inclinacao complementar, em relagao ao quadro, esta a direcao z (ortogonal a ). Na vista
ortogonal a xy constroem-se as distancias dos pontos de fuga F e F,, relativamente ao ponto
de fuga F-;, da direcdo de maior inclinagdo da orientagéo «.

Os elementos obtidos nesta representagao em DPO permitem estabelecer todos os
paradmetros iniciais da perspetiva que podem ser transpostos para um outro desenho em que
se articulam os pontos de fuga das diregdes dos eixos x, y e z, as trés linhas de fuga que estes
pontos de fuga permitem definir, o ponto P, a distancia do observador ao quadro e respetiva
circunferéncia [d], os pontos de fuga de algumas diregdes diagonais entre x, y e z, 0s pontos
de fuga correspondentes as pendentes das rampas, e ainda os pontos de fuga necessarios a
representagdo do volume rodado em torno da diregéo z.

Repare-se que a LH néao passa pelo ponto P. Isto € uma consequéncia de a diregéo principal do
olhar ser obliqua ao plano xy e de, por isso, o quadro séo ser vertical.

Nao é agora o momento para descrever a determinacao de todos estes elementos porque nao
estamos a realizar nenhuma operagéo que nao tenhamos ja feito em exemplos anteriores.
Julgamos que o desenho da figura 1.179 é autoexplicativo.

Para evitar demasiada complexidade grafica e sobreposicédo de tragados optamos por transferir
apenas as linhas de fuga e pontos de fuga para outro desenho (figura 1.180) no qual
desenvolvemos a representacao em perspetiva propriamente dita. Esta é um opcao sempre
valida e que evita a sobreposi¢édo das construcdes auxiliares pré perspetiva e os tragcados da
perspetiva dos volumes que pretendemos realizar. Deste modo conseguimos um desenho mais
limpo. O risco é cometer erros na transposicado de elementos entre um desenho e outro.
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Fig. 1.180. Perspetiva.

259



No desenho em perspetiva optou-se por deixar ficar todas as linhas auxiliares que convergem
nos pontos de fuga. E também se representaram as arestas invisiveis a trago interrompido por
uma questao de clareza. Por vezes isso néo € necessario ou é desvantajoso. Cabera avaliar em
cada situagédo qual o critério de representacéao grafica a utilizar.

Visualizacdo de espacos interiores

Talvez a maior vocacao da perspetiva seja a de permitir transmitir um certo sentido de imersao
Nno espacgo, coisa que os outros sistemas apenas permitem fazer de forma limitada. Assim, das
varias aplicagdes da perspetiva, a representagao de espacgos interiores é das que nos interessa
mais. Do ponto de vista técnico, representar um espago interior nao tras nada de novo. Mas é
uma pratica que deve ser cultivada porque, muitas vezes, e sobretudo em contexto académico,
parece haver uma espécie de recusa em entrar no espago que se esta a representar. Quebrar
essa tendéncia é fundamental, em particular em contextos préoximos da arquitetura e até
mesmo do design. Na representacao de espacos interiores (e também noutros casos) a zona
util da perspetiva, isto €, a zona em que as distorgdes ndo sdo muito notdrias, reduz-se a parte
central do desenho. Por isso, e sobretudo no desenho a mao levantada, é utilimaginar os
pontos de fuga (pelo menos alguns deles) fora do espago da folha de desenho. No desenho da
figura 1.181 elaborou-se a perspetiva de um espaco que materializa uma grelha cubica. Foi
utilizada uma perspetiva de 2 pontos de fuga. As duas diregbes obliquas ao quadro estao
igualmente inclinadas em relagao a esse plano. Como os tragados auxiliares estao omissos,
este desenho oferece também o pretexto para determinar os parametros da perspetiva.
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Fig. 1.181. Perspetiva de um espaco interior.
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Atividade proposta:

Sugere-se que reproduza aproximadamente o desenho da figura 1.181 através de desenho a
mao levantada. Represente o mesmo tipo de espago huma perspetiva de 1 ponto de fuga e
de 3 pontos de fuga em que as trés diregOes estdo igualmente inclinadas em relagéo ao
quadro. Elabore os desenhos em folhas A3.

Corte perspetivado

O corte perspetivado é elaborado sob uma perspetiva de 1 ponto de fuga. E imaginada uma
secgao e respetiva truncagem e o plano dessa secgao, ou um plano paralelo, € considerado
como quadro. Este tipo de representacdo cruza a representagao dos elementos em corte, onde
se podem medir verdadeiras grandezas, e a representacao do espaco interior. O mesmo corte
pode dar origem a distintos cortes perspetivados em fungao da posicao do observador em
relacdo a cena. Nafigura 1.182 colocam-se a par dois cortes perspetivados a partir da mesma
seccao. No caso representado a esquerda, o observador esta num nivel inferior e no caso
representado a direita, o observador esta num nivel mais elevado. Mas o espaco representado
€ 0 mesmo.

Fig. 1.182. Cortes perspetivados.

Atividade proposta:

A partir de algum projeto que esteja a desenvolver, produza cortes perspetivados. Para cada
corte varie e posicdo do ponto P e a distancia do observador ao quadro. O que sucede a
medida que a distancia do observador ao quadro aumenta?

Sombras

As sombras sdo uma forma eficiente de salientar a espacialidade em desenhos de perspetiva (e
nao sd). Em termos praticos, determinar uma sombra ndo é mais que resolver problemas de
intersegao entre superficies. Nas duas figuras seguintes dao-se exemplos de aplicagéo das
sombras a desenhos em perspetiva. Note-se que, em ambos os casos, como a diregao
luminosa é descendente, ha partes do objeto que ndo aparecem na perspetiva mas que tém
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sombra (parte da abertura superior e uma abertura situada no espacgo virtual no caso da
perspetiva da figura 1.183, e parte do bordo do patio no cado da perspetiva da figura 1.184). Isto
significa que é preciso conhecer o objeto que esta na figura para além do que esta
representado.

Fig. 1.184. Sombra em perspetiva de 3 pontos de fuga.
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No exemplo da figura 1.184, dado o ponto de fuga da diregéo luminosa, F;, € necessario
determinar o ponto de fuga Fy4 da projecao ortogonal da diregdo luminosa na orientagéo xy
(orientacdo a). Este ponto de fuga corresponde a diregdo comum a orientagao « e a orientacao
definida pela diregéo z (diregao ortogonal a &) e pela diregao luminosa (porqué?). A titulo de
exemplo, explicitou-se a determinagao da sombra do vértice A.

Atividade proposta:

A partir da perspetiva de um objeto qualquer considere trés situagdes tipo de relagao da
direcao luminosa em relagcao ao quadro: i) diregdo luminosa paralela ao quadro, ii) diregéo
luminosa obliqua ao quadro, e iii) diregdo luminosa perpendicular ao quadro. Experimente
ainda com a fonte de luz a distancia finita. Que diferengas ha entre as varias situacdes?

Reflexo em espelho plano

A palavra reflexo pode significar um efeito visual ou uma transformagao geométrica. Veremos
que uma coisa esta relacionada com a outra. A luz incidente numa superficie T pode ser
refletida de diferentes modos consoante o material de que é feita. Nos extremos temos a
reflexdo difusa e a reflexdo especular. Na reflexao difusa, a superficie diz-se lambertiana, e a
luz é refletida em todas as diregcdes independentemente da diregao de incidéncia (figura
1.185.a), na reflexdo especular, a superficie € um espelho, e a luz é refletida numa diregao
simétrica da diregao incidente relativamente a direcdo normal a superficie (figura 1.185.b).
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Fig. 1.185. Reflexo da luz numa superficie m: a) reflexdo difusa (superficie lambertiana), b) reflexdo especular (espelho), c) reflexo
de um ponto A na superficie 1t por relagdo a um observador 0.

Na presencga de um espelho 1 e perante um observador 0, se a luzemanar de um ponto A4 (seja
por reflexdo ou porque o ponto 4 corresponde a uma fonte de luz), ha um ponto A; na superficie
do espelho em que a luz é refletida de tal modo que incide no observador O (figura 1.185.c). O
ponto A; corresponde a imagem do ponto A por reflexdo da luz no espelho . Mas esta imagem
A;, para o observador 0, coincide com a projegao cénica (com centro em 0) de um ponto 4,.,
simétrico do ponto A por reflexao relativamente ao plano . Note-se que se um ponto
pertencer ao plano do espelho, coincide com o seu reflexo. E se um segmento é paralelo ao
plano do espelho, a suaimagem tem a mesma diregéo.

Assim, em termos praticos, em perspetiva, a determinagao do ponto 4; € equivalente a
determinagao do ponto A4,. uma vez que ambos se situam na mesma reta projetante. Ecomo a
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determinagao do ponto 4,. implica a condugéo de uma reta perpendicular ao plano do espelho
passante pelo ponto 4, a determinag¢do da sua intersegdo M, com o plano do espelho e a

duplicagéo da distadncia AM 4, em geral implica também a consideragao do teorema de Tales.

Num reflexo distinguem-se trés casos tipo consoante o espelho é paralelo ao quadro,
perpendicular ao quadro ou obliquo ao quadro. Na figura seguinte consideramos um caso em
que o espelho, com orientagéao m, é obliquo ao quadro. Note-se que a porgao do plano que é
considerada como espelho é apenas aquela que esta notada com uma mancha cinzenta. O
cubo [ABCDEFGH], de que se determinou o reflexo, tem duas faces paralelas ao quadro e

guatro arestas paralelas ao espelho e ao quadro simultaneamente. Dessas, a aresta [DH] esta
contida no plano do espelho.

B # {F
i

BI’IL;:
Fig. 1.186. Reflexo de um cubo produzido por um espelho com orientagéo obliqua ao quadro.

Como os vértices D e H pertencem ao plano do espelhotemos D = D; e H = H;.

Para determinar o reflexo do ponto B, conduziu-se por esse ponto uma reta perpendicular ao
plano do espelho. O ponto de intersegéo dessa reta com o plano do espelho é o ponto Mp
pertencente a reta, de maior inclinacéo da orientagao m, passante pelo vértice D (porqué?). De
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seguida projetou-se o ponto Mg nareta AB (paralela ao quadro) segundo a diregdo de maior
inclinagao da orientagao r determinando-se o ponto B’. Definiu-se o ponto B” de tal modo que

BB’ = B'B". Pelo ponto B” conduziu-se uma reta paralela a reta B’M g que permitiu determinar
o ponto B,. (ndo notado mas graficamente coincidente com B;) na sua intersegdo com a
perpendicular ao espelho passante por B. A construgao descrita neste paragrafo corresponde a
aplicagéo do teorema de Tales num plano com orientacéo 8 passante pelo ponto B (porqué?).

O ponto B’, por estar contido no plano do espelho coincide com o seu reflexo. Por isso o reflexo
da reta AB passa pelo ponto B’ e pelo ponto B,.. Deste modo determina-se o ponto 4,. (ndo
notado mas graficamente coincidente com 4;) na intersegao da reta B'B,. com a reta
perpendicular ao espelho passante pelo ponto A. O reflexo dos demais pontos determina-se de
modo idéntico.

Como a area do espelho é limitada, apenas se destaca graficamente a porgao de reflexo
contida na regido do espelho.

Atividade proposta:

A partir da perspetiva de um objeto qualquer considere trés situagdes tipo de relagdo da
orientacdo do plano do espelho relativamente ao quadro: i) espelho paralelo ao quadro, ii)
espelho obliquo ao quadro, e iii) espelho perpendicular ao quadro. Que diferengas ha entre
as varias situagdes?
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Sistema Integrado de Representacao
De algum modo, nesta sec¢gdo comeca a fazer-se a ponte com a PARTE Il deste trabalho.

Recordamos o que queremos dizer com Sistema Integrado de Representacao. E tdo somente
um ambiente digital de modelagao geométrica tridimensional (ADMG3D) em que os problemas
de geometria no espacgo sao tratados diretamente a trés dimensdes sem necessidade da
construgcdo completa de projecoes planas. A novidade aqui nao é ser digital. Com efeito, a
quase totalidade dos exemplos apresentados até aqui foram preparados num ADMG2D.

Tentando por as coisas da forma mais simples possivel, concetualmente a diferenga entre um
ambiente bidimensional e um ambiente tridimensional esta nas operagdes admissiveis em
cada um deles.

Num ambiente bidimensional podemos instanciar pontos, linhas e regides planas e operar
sobre estas através de operacdes no plano, como a construcao de pontos através da
intersecéo de linhas, a construcéo de linhas passantes por pontos, ou a aplicagdo de
transformacgdes geométricas no plano. Tradicionalmente, podemos dizer que a geometria
descritiva comega quando atribuimos um significado espacial a estas operacoes planas.

Num ambiente tridimensional podemos instanciar todos os elementos da geometria plana, em
varios planos, e também toda uma série de figuras ndo planas, como linhas torsas, superficies
e solidos. E agora, o leque de operagdes possiveis expande-se ao espago. Assim, parece
admissivel considerar a intersecdo de uma reta com uma superficie esférica com a mesma
naturalidade com que, no plano, se considera, e de facto executa, a intersecdo entre uma reta e
uma circunferéncia. Ou seja, diriamos que a construgao plana de um ponto por intersecao de
uma reta com uma circunferéncia é perfeitamente analoga e tao direta quanto a construcao
tridimensional de um ponto por intersegdo de uma reta com uma superficie esférica, por
exemplo.

Para ilustrarmos esta ideia vamos considerar trés problemas ja abordados e resolvé-los num
ADMG3D tipico. Em concreto, estamos a adotar o software Rhinoceros que é
simultaneamente um ADMG2D e um ADMG3D.

O primeiro é o problema da figura 1.79. Recordando, trata-se de conduzir, por um ponto Q
exterior, um plano 8 tangente a uma superficie esférica de centro C (figura 1.187.a). Ja vimos
naquele exercicio que hd uma infinidade de solugdes para o problema e que essas solucoes
correspondem aos pontos de uma circunferéncia [c] resultante da concordancia, com a
superficie esférica, de uma superficie conica de revolugao de vértice Q e eixo CQ.

A descricdo seguinte corresponde a um modo como o problema pode ser resolvido. Com
centro em €4 instancia-se uma circunferéncia correspondente ao limite da projegao horizontal

—_—

da esfera e copia-se aquela circunferéncia de acordo com o vetor €4 C (figura 1.187.b). Pela
projecao horizontal do ponto Q conduz-se uma reta tangente aquela circunferéncia no ponto
A;. Copia-se o ponto A; de acordo com o vetorm dando origem ao ponto A4 (figura 1.187.c).
Considera-se um sistema de coordenadas com o plano xy ortogonal a reta QC e passante pelo
ponto A. O ponto U, da reta QC, é a origem deste sistema de coordenadas. Com centro no
ponto U instancia-se a circunferéncia [c] de raio UA contida no plano xy deste sistema de
coordenadas (figura 1.187.d). Instancia-se um ponto T qualquer pertencente a circunferéncia
[c] e considera-se um sistema de coordenadas com o plano xy ortogonal a reta CT e origem no
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ponto T (figura 1.187.e). As retas n e g coincidentes com os eixos x e y deste sistema de
coordenadas, respetivamente, definem o plano @ tangente a superficie esféricano ponto T
(figura 1.187.f).

N < N

Fig. 1.187. Condugéo do plano tangente a superficie esférica por um ponto Q exterior. Problema resolvido em ADMG3D.

Nos ADMG3D a operacgéao equivalente aos métodos auxiliares da representacao que visam o
controlo métrico dos objetos (rebatimento, rotacdo e mudancga do plano de projecéo) é a
alteracao do sistema de coordenadas associado as operacoes a realizar. Este, podendo ser
alterado a medida que a modelagao vai evoluindo, costuma receber designacdées como
sistema de coordenadas do utilizador ou plano de construgao. Ha varias formas de definir este
tipo de sistema de coordenadas, por exemplo a partir de pontos, alinhado com uma entidade
instanciada, ortogonal a uma linha, etc.

Atividade proposta:

Justifique os processos de resolucao descritos e ilustrados.

Proponha outro processo de resolucéao valido.

O segundo é o problema da figura 1.88. Trata-se da determinagdo de uma intersegao elitica
produzida num cone obliquo de vértice V por um plano de topo « (figura 1.188.a). A construgao
da solugéao do problema por meio das projecdes implica a determinacgao prévia de alguns
pontos ap6és o que, dependendo do ambiente em que se opera, se representa a linha de
intersecédo [e]. Se for um ambiente analégico, os pontos tém forcosamente de ser interpolados
e para garantir a precisao grafica pode utilizar-se um escantilhao de curvas. Se forum ADMG2D
também é possivel proceder de forma idéntica, embora ndo seja o mais correto. Porventura o
mais correto seja determinar pontos tendo em conta a especificidade da funcionalidade que se
vai utilizar para, a partir deles, instanciar a curva [e]. E neste caso, por exemplo, é légico
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procurar a determinacgao dos focos da curva e escolher uma funcionalidade que no-la permita
representar a partir dos focos. Foi o que fizemos na solugcao descrita na figura 1.88.

o o o
J f 3
s
i

!
|

|

Fig. 1.888. Resolugao de uma intersegéao elitica produzida por um plano secante na superficie de um cone obliquo. Problema
resolvido em ADMG3D.

Se estivermos a utilizar um ADMG3D, a computacao da curva é tao imediata e precisa como a
computacao de um ponto de intersecdo de duas curvas num ADMG2D. Com efeito, foi o que
fizemos agora para obter a curva [e] utilizando uma funcionalidade de intersecdo entre
superficies (figura 1.188.b).

A primeira reacao é pensar que ja nao precisamos da geometria descritiva! Agora temos a
possibilidade de resolver com um clique aquilo que antes obrigava a um conjunto moroso e
enfadonho de procedimentos repetitivos. Mas isto sé pode fazer sentido se olharmos para a
geometria descritiva tradicional apenas como um repositério de métodos de computacéao
grafica bidimensional. Este equivoco é semelhante ao de considerar que nao se necessita da
aritmética porque se podem fazer calculos numa maquina calculadora. Embora a geometria
descritiva se funde sobre aquela componente, deve ser antes vista como um porta de entrada
para o estudo da geometria no espacgo. E sob este ponto de vista, é indiferente se as operagoes
de computacéo grafica das figuras séo feitas através da geometria plana ou diretamente
através da geometria no espago porque o importante é o discurso que se pode elaborar sobre
as figuras.

Note-se que mesmo apds ser determinada a curva [e], no ADMG3D utilizado, nada ha que nos
informe sobre a verdadeira natureza da curva que esta operagao implica. Na verdade, até
ficamos surpreendidos quando, ao listar as propriedades da curva, verificamos que a curva
tem grau 3, o que é estranho porque sabemos que a intersecdo entre um plano e uma
superficie conica, nas condi¢gdes do enunciado, deve ser uma elipse e, por isso, deveria ter grau
2. Entdo o que se passa aqui? A questao é que este ADMG3D utiliza aproximacoes para
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representar as intersegdes e nao as exatas formulas que descrevem matematicamente o que
acontece quando duas superficies de determinado tipo se intersetam. O resultado pratico é
gue a curva [e] que se obteve representa a elipse com um alto grau de precisdo mas néo é
matematicamente uma elipse! Sendo uma representagao altamente precisa, é possivel utiliza-
la para determinar, também com alto nivel de precisao, o centro da elipse, 0s eixos principais e
os focos. Na figura (figura 1.188.c) determinou-se o centro M da elipse como o ponto médio de
um didmetro definido pelos pontos médios de duas cordas da elipse paralelas entre si. Com
centro no ponto M considerou-se uma circunferéncia contida no plano a. Esta circunferéncia
interseta a elipse [e] em quatro pontos, dos quais se notaram P, Q e R. As retas PQ e QR séo
perpendiculares entre si e tém as direcdes dos eixos principais da elipse (figura 1.188.d).
Afirmamos que representamos uma circunferéncia. Se ha pouco dissemos que nao
representamos exatamente uma elipse mas sim uma aproximagao, o mesmo aplica-se a
circunferéncia? Nao, porque a circunferéncia foi instanciada com uma fungao propria. E a
formulagcdo matematica utilizada pelo ADMG3D, isto € as NURBS (Non-uniform Rational B-
Splines), permite representar matematicamente as linhas cénicas. Mas isto parece levantar
uma contradicdo. Se as NURBS permitem representar matematicamente as linhas cénicas,
porque é que ha pouco o resultado néo foi matematicamente uma elipse? Isto sucede porque,
do ponto de vista da implementacao do ADMG3D nao é equivalente a instanciagdo de uma
linha cdnica, coisa que pode ser feita com funcionalidades (comandos) especificas, ou a
determinagao de uma intersecao geral entre superficies, que sao resolvidas por aproximagao.
Este é um aspeto fundamental a ter em conta em qualquer ADMG3D nao sé quando o foco é o
estudo da geometria, mas em qualquer questdo de modelacéao!

Para determinar os eixos principais da elipse [e], conduziram-se asretas AB || QRe CD || PQ
pelo ponto M. Estas retas intersetam a elipse [e] nos extremos A e B do eixo maior e nos
extremos C e D do eixo menor. Os focos F’ e F”’ determinam-se sobre a reta AB sabendo que
FC=F'C=4AM =MB (figura 1.188.e). A visualizacdo final global encontra-se na figura
1.188.f.

Atividade proposta:
Justifique os processos de resolucao descritos e ilustrados.

Proponha outro processo de resolugdo valido em que a curva [e] seja matematicamente
uma elipse e ndo apenas uma aproximagao.

O terceiro é o problema a que corresponde figura 1.93. Sdo dadas as coordenadas (5,4,3) e
(1,7,1) para os pontos A e C, que definem a diagonal de um quadrado [ABCD] em que o ponto
B tem cota 0. Pretende representar-se um cubo [ABCDEFGH] de que o ponto B é o vértice de
menor cota. Na figura 1.889.a estao representados os pontos A e € bem como as suas
projegoes horizontais. No plano vertical passante pela diagonal [AC] efetua-se uma cépia
desta diagonal rodando-a 90° em torno do seu ponto médio M (figura 1.889.b). Pelo ponto de
intersecao desta reta com o plano xy conduz-se a reta horizontal h perpendicular areta A;C4
(figura 1.889.c). Num plano perpendicular a AC descreve-se uma circunferéncia de didmetro
igual a AC e centro M (figura 1.889.d). Esta circunferéncia interseta a reta h em dois pontos,
uma dos quais € considerado como o ponto B. Pode agora ser instanciado o quadrado [ABCD]
(figura 1.889.€e). De seguida copia-se um dos lados do quadrado e roda-se 90° em torno de um
dos outros lados. Apés esta rotagéo instancia-se o cubo [ABCDEFGH] por extruséo da face
[ABCD] (figura 1.889.e).
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Fig. 1.889. Utilizagao sistematica de rotagdes para resolver a construgdo de um cubo. Problema resolvido em ADMG3D.

Atividade proposta:

Justifique os processos de resolucao descritos.

Proponha outro processo valido de modelagao do cubo.

Estes trés exemplos permitiram mostrar que a utilizacdo de um ADMGS3D, por relagdo com um

ADMG2D, ndo menoriza a necessidade de conhecimentos geométricos. Na verdade, julgamos
que é exatamente ao contrario.

Atividade proposta:

Utilizando um ADMGS3D a sua escolha, procure resolver as varias questdes levantadas e
tratadas nesta PARTE I. Note que a utilizagdo de um qualquer ambiente deste tipo implica

uma fase inicial de adestramento. A resolugcéo dos exercicios que propomos pode propiciar
um pretexto para esse adestramento.
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PARTE Il - Modelacao geométrica tridimensional

Introducao

Na PARTE | deste texto adotamos uma abordagem classica a geometria descritiva no sentido
em que operamos quase sempre através da geometria plana para abordar os problemas da
geometria no espaco. No final daquela parte, em jeito de transicéo para a PARTE Il, fizemos
uma incursao por um ADMG3D colocando em evidéncia que todos os problemas resolvidos
anteriormente também podem ser abordados através de modelagao geométrica
tridimensional. Embora a generalidade da PARTE Il seja desenvolvida através de um ADMG3D,
parece-nos importante salientar que a realidade que nos envolve é, verdadeiramente, um
ambiente analégico de modelagao geométrica tridimensional que importa reconhecer. Por
exemplo, quando um estudante de arquitetura ou de design produz uma maquete fisica de
trabalho, é normal ter de realizar operagdes de corte, dobragem, colagem, etc. Nestes casos,
esta-se verdadeiramente a modelar no espago. Num certo sentido, a producao deste tipos de
modelos fisicos estd para os ADMG3D como o desenho a méo levantada esta para os ADMG2D.
E da mesma forma que é possivel atravessar as fronteiras entre o mundo analégico e o mundo
digital através da digitalizagcao 2D e 3D, também é possivel cruzar a fronteira no sentido oposto
através da impressao 2D e 3D (fabricagao e prototipagem). O tema da digitalizagao 3D serd o
objeto da PARTE Ill deste trabalho.

Em cada uma das secgdes seguintes serdo aprofundados conceitos que ja foram introduzidos
anteriormente e serao apresentados outros conceitos. Tal como na parte anterior, temos o
espaco euclidiano com a sua métrica usual, como o pano de fundo. Quando for conveniente
considera-se a extensao deste espago incluindo os elementos impréprios, aos quais a métrica
euclidiana nao se aplica.

Ao utilizar um ADMG3D a geometria, a matematica e a nogao de algoritmo ficam
inexoravelmente ligadas. Com isto incorporam-se conceitos relacionados com a algebra, com
a geometria diferencial, com a topologia, etc. E tudo isto é facilitado através da utilizagdo do
computador. Facilitado ndo significa que seja desnecessario conhecer os conceitos
envolvidos. Bem pelo contrério. A proficuidade na utilizacao dos meios digitais depende desse
conhecimento. E as disciplinas da arquitetura, do design e das engenharias tém muito a
beneficiar de toda esta integracao.

Nocobes essenciais de Geometria no Espaco Il

Neste ponto abordam-se de modo informal, apelando a capacidade de visualizagéo do leitor,
algumas nocoes relativas a curvas e superficies no espago que sdo proprias da geometria
algébrica e da geometria diferencial mas que é preciso entender, nos seus aspetos mais
qualitativos, para aumentar a capacidade de utilizagdo de ADMG3D. Com efeito, a
implementagéo destas nogdes num AMGD3D torna-o um ambiente geométrico-descritivo. Se
nao o fez, recomenda-se a leitura da secgdo homologa da PARTE | deste texto porque esta
seccdo é uma continuagao daquela.

Atividade proposta:

Escolha um ADMG3D e explore-o a luz dos conceitos introduzidos neste ponto.
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Pontos e vetores

No espago, um ponto P fica definido pelas suas coordenadas (Py, Py, Pz). Um vetor ¥ também
fica definido por trés componentes (Vy, Vy, V) estabelecida uma base (X, y,y). Estamos a
considerar uma base candénica em que cada um dos vetores da base é unitario (tem
comprimento igual a 1) e as trés diregcoes sdo ortogonais entre si. A notacao entre pontos e
vetores é semelhante mas importa distinguir os dois conceitos. Um ponto representa uma
posicdo. Um vetor representa uma direcao e uma magnitude; ndo tem uma localizagcao no
espaco. No espacgo, a magnitude, ou norma, de um vetor é dada pela aplicacao do teorema de

Pitdgoras as componentes do vetor e nota-se por |v| = \/VXZ + VYZ + VZZ. Um vetor
. . . . . . — v
normalizado é um vetor cuja norma € 1. A normalizagdo de um vetor v é dada por h
E possivel relacionar os conceitos de ponto de vetor. A subtragdo de um ponto a outro é um
vetor. A soma de um ponto com um vetor € um ponto. Cada ponto do espago pode ser
considerado como a soma da origem com um vetor. Nesse caso, as coordenadas do ponto
coincidem com as componentes do vetor. Pontos e vetores sdo entidades primitivas a partir
das quais tudo se constréi, e desempenham um papel fundamental na modelacao geométrica.

Para além da soma e diferenca de vetores e multiplicagao por um escalar, e respetivas
propriedades destas operagoes, ha outras duas operagoes fundamentais que se podem
estabelecer entre vetores. Trata-se do produto interno e do produto externo. Interessam-nos
sobretudo as definicbes geométricas destas operacoes.

O entendimento destas duas operacoes € estruturante para a modelagdo geomeétrica
paramétrica uma vez que os vetores e operagoes relativas estdo sempre a ocorrer nesse
dominio.

Produto interno

O produto interno entre dois vetores € uma operagao fundamental que permite estabelecer
uma forma de medir Angulos no espaco. Sejam dados dois vetores d e b.0 produto interno
nota-se por d.beé igual a |d| |B|cos (). Esta é a definigdo geométrica e indica que o produto
interno entre dois vetores é o produto da projecao da magnitude de um deles, na direcado do
outro, pela magnitude do outro. Daqui se depreende que, se as direcoes dos vetores forem
ortogonais entre si, 0 seu produto interno é igual a zero, e atinge o seu valor maximo (em termos
absolutos) quando os dois vetores tém a mesma diregao. A definicdo algébrica declara que o
produto interno de dois vetores é a soma dos produtos das suas componentes homodlogas, isto
é,axby + ayby + azb,. Estamos a considerar apenas trés dimensdes mas a definigao é
extensivel a qualquer numero de dimensdes.

ﬁ\acos(c)

Fig. 2.1. Tridangulos e diferenga de vetores: a) Relagéo entre o tridngulo retangulo e o tridngulo abc, b) Diferenga entre vetores.

272



Verifica-se que estas duas definicdes sao equivalentes. Para entender essa equivaléncia,
consideremos a lei dos cossenos. Num tridngulo abc em que o dngulo a se opde ao lado ¢
(figura 2.1.a) pode escrever-se a seguinte relagao, por aplicacao do teorema de Pitagoras.

(asin(a))? + (b — acos(a))? = c?
O que desenvolvido, se traduz na lei dos cossenos, € fica:

c? = a? + b? — 2abcos(a)

- 7T =

Aplicando a lei dos cossenos aos comprimentos dos vetores d, be d — b (figura 2.1.b) ficamos
com:

ld — b|? = [d|? + |b|? — 2|d||b|cos (a)
O que resultaem:

ax? + ay? + az? + byx® + by* + cz% - (ax — bx)? — (ay — by)? — (az — bz)*
= 2|d||b|cos (a)

Desenvolvendo temos:
axby + ayby + azb; = [d||b|cos(a) = d.b

De onde se mostra que as duas definicées sdo equivalentes.

Atividade proposta:

Considere pares de vetores no espaco. Calcule o seu produto interno.

Produto externo

O produto externo entre dois vetores @ e b, nota-se por @ X b, e é um vetor ¢ ortogonal aos
outros dois cuja norma é dada por |d)| |5|sin (). Esta é ainterpretagdo geométrica do produto
externo. Daqui depreende-se que se os vetores d e b tiverem a mesma direcao, o produto
externo é igual a zero. Como o produto externo segue a regra da mao direita, permutar os dois
vetores, implica que o resultado seja simétrico, isto é, d X b = —b X d@. Também se percebe
que a norma do produto externo € igual a area do paralelogramo cujos lados medem o mesmo
que as normas dos vetores d e b.A definicao algébrica declara que o produto externo de dois
vetores pode ser obtido aplicando a propriedade distributiva aplicada a esta operagéao, isto &,
desenvolvendo a igualdade:

dxb = (ayX + ayy + azz) x (byX + byy + b;Z)

E obtendo:
dx b = (ayb; — azby)x + (azby — axb,)y + (axby — aybx)Z

Mostrar que as duas definicdes sdo equivalentes passa por mostrar que |7i X B| tem o mesmo
valor quer se parta da definigdo geométrica ou da definigao algébrica. Isto implica, partindo

das definicdes geométricas, desenvolver a expresséo d X b = |d||b|sin (a) até obter
|axb|? |2 [b|*~ (@xb)*

————, € a expressao da lei dos cossenos até obter sin?(a) = e~
[@]2|b| |@|?|b|

sin?(a) = . Depois,
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igualando os lados direitos das duas expressoes e resolvendo para |Ti X El mostra-se que se
obtém o mesmo resultado de quando se calcula a norma a partir da definicao algébrica.

E num passo seguinte passa por mostrar, utilizando o produto interno, que @ X bé ortogonalad
eab (Wikipedia contributors, 2025b).

Atividade proposta:

Considere pares de vetores no espaco. Calcule o seu produto externo.

Linhas e superficies

Uma linha reta tem uma Unica direcdo. Pode ser considerada como o movimento de um ponto
ao longo de uma diregdo. Se em alguns instantes desse movimento a direcdo mudar de forma
brusca, passamos a ter uma linha poligonal. Se a mudanca da direcao for continua e suave,
passamos a ter uma linha curva. Se, no seu movimento, o ponto retorna a sua posigao inicial,
isto é, o ponto inicial da curva coincide com o ponto final, temos uma linha fechada, caso
contrario temos uma linha aberta. Se a mudanca de diregado ocorrer sempre na mesma
orientacgao, entao diz-se que temos uma linha plana, isto €, uma linha contida num plano, caso
contrario, temos uma linha espacial. Uma linha em que a diregao do movimento do ponto
muda continuamente de tal modo que, em geral, em trés instantes consecutivos as trés
direcdes do movimento nao estejam contidas numa unica orientacao, diz-se linha torsa. Dito
de outro modo, em geral, numa linha torsa, quatro pontos consecutivos infinitamente préximos
nunca estdo no mesmo plano.

Uma superficie pode ser concetualmente definida como o movimento continuo de uma linha
no espaco, deformavel ou nao, sujeita a uma certa lei. Uma linha pode resultar da intersegéo
entre superficies. Analiticamente, o grau de uma curva ou de uma superficie é o grau do
polinédmio que define a curva ou a superficie.

Incidéncia entre ponto, linha e superficie

Se um ponto T pertence a uma linha [m] e esta esta contida numa superficie [a], entdo o ponto
T pertence a superficie [a] (figura 2.2).

Fig. 2.2. Pertenga de um ponto a uma superficie.
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Reta tangente a uma curva e a uma superficie

O ponto T pertence a linha [m] e esta esta contida na superficie [a]. A reta t, tangente a linha
[m] no ponto T, corresponde a posicédo limite da reta secante s, quando o ponto X tende para o
ponto T. Se areta t é tangente a linha [m] no ponto T, também é tangente a superficie [a] no
ponto T (figura 2.3).

Fig. 2.3. Reta tangente a uma curva e a uma superficie num ponto T.

Plano tangente a uma curva e plano osculador a uma curva

Qualquer plano que contenha a reta tangente a uma curva [m] num ponto T, é tangente a curva
nesse ponto. Existe uma infinidade de planos tangentes a uma curva [m] num ponto T. O plano
osculador 6 de uma linha curva [m] num ponto T é a posigéo limite do plano definido pelos
pontos S, T e U, quando os pontos S e U tendem para o ponto T. Numa curva plana o plano
osculador é o mesmo para todos 0s seus pontos, isto &, é o plano da curva (figura 2.4).

Fig. 2.4. Plano osculador de uma curva num ponto T.

Triedro de Frenet-Serret

Areta t tangente a uma curva [m] num ponto T esta contida no plano osculador a curva nesse
ponto. A reta normal n a uma curva num ponto T é a perpendicular a tangente, passante pelo
ponto T, contida no plano osculador. Areta b, passante pelo ponto T e perpendicular ao plano
osculador, é a reta binormal a curva [m] no ponto T. A tangente, a normal e a binormal definem
um sistema de coordenadas associado a curva [m] no ponto T. Este recebe a designagao de
triedro de Frenet-Serret ou sistema de coordenadas de Frenet-Serret. Para cada ponto de
uma curva ha um destes sistemas de coordenadas (figura 2.5).
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O plano definido pela tangente e pela normal é o plano osculador da curva no ponto T; o plano
definido pela normal e pela binormal é o plano normal a curva no ponto T; e o plano definido
pela tangente e pela binormal é o plano retificante da curva no ponto T.

[m]

Fig. 2.5. Triedro de Frenet-Serret de uma curva num ponto T.

O triedro de Frenet-Serret desempenha um papel muito importante na modelagdo geomeétrica
porque é o que permite orientar objetos em relagdo a uma curva.

Circunferéncia osculadora e esfera osculadora

A circunferéncia osculadora de uma curva num ponto T pode ser considerada, como o limite,
a circunferéncia definida pelos pontos S, T e U, quando os pontos T e U tendem para o ponto T.
A circunferéncia osculadora [c] de uma curva [m] num ponto T esta contida no plano
osculador a curva nesse ponto, e é o trago produzido pelo plano osculador na esfera
osculadora [A] & curva no ponto T. Numa curva torsa, a superficie da esfera osculadora fica
definida pelos ponto S, T, U e V quando os pontos S, U e V tendem para o ponto T (figura 2.6).
Numa curva plana, como os quatro pontos sdo complanares nao faz sentido falar em esfera
osculadora (teria raio infinito). O raio de curvatura R da curva [m] no ponto T é o raio da
circunferéncia osculadora, dado pelo comprimento do segmento [TC] contido na reta normal a
curva [m] noponto T.

Fig. 2.6. Circunferéncia osculadora e esfera osculadora uma curva num ponto T.
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Curvatura e torcdo de uma linha curva

A curvatura de uma curva [m] num dado ponto T é o inverso do raio de curvatura (R) da curva
nesse ponto e € uma medida da variagado da diregado de uma curva. Numa circunferéncia essa
variagao é constante. Por isso a circunferéncia tem curvatura constante. Mas numa curva torsa
isso ja ndo acontece. E como se o triedro de Frenet-Serret rodasse em torno da reta tangente a
medida que o ponto T progride na curva. A medida da variagao desta rotagado designa-se por
torcéo.

Podemos associar a curvatura a variagao angular ° entre duas retas tangentes consecutivas e
infinitamente préximas, por exemplo ST e TU quando os pontos S e U tendem para T. A torgao
pode ser associada a variagao angular §° entre dois planos osculadores consecutivos
infinitamente proximos, por exemplo STU e TUV quando os pontos §, U e V tendem paraT.
Estes dois planos tém em comum areta TU (figura 2.7). O raio da esfera osculadora é uma
medida da curvatura e da tor¢do simultaneamente (Asensi, 1996).

Fig. 2.7. Curvatura e tor¢gdo de uma curva num ponto T.

Continuidade geométrica entre curvas

Entre duas curvas podem ser estabelecidos diferentes tipos de continuidade. Nas curvas da
figura 2.8 hé apenas continuidade de posicdo entre as curvas [a] e [b], isto é, hd um vértice V
na transicao entre as duas curvas. Isto € comummente designado por continuidade GO.

[a] [b]

Fig. 2.8. Curvatura G0 entre duas curvas.

Se, no ponto de transicao T, as duas curvas partilharem a mesma reta tangente t, mas tiverem
curvaturas distintas, diz-se que temos continuidade de tangéncia (figura 2.9). Isto é
comummente designado por continuidade G1.
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Fig. 2.9. Curvatura G1 entre duas curvas. Note-se que nao ha continuidade de curvatura conforme é ilustrado pelos graficos de
curvatura associados a cada uma das curvas.

Se, no ponto T, as linhas partilharem a mesma tangente t, o mesmo triedro de Frenet-Serret, e
a mesma curvatura, entao diz-se que temos continuidade de curvatura. Isto € comummente
designado por continuidade G2. Se, adicionalmente tiverem a mesma torgao no ponto T, entéo
diz-se que temos continuidade de torgao, comummente designada por continuidade G3.

O tipo de continuidade entre superficies pode ser visualizado através de um procedimento
designado por analise zebra. Este € um procedimento implementado em muitos ADMG3D. No
essencial, considera-se a superficie como sendo especular e observa-se a reflexdo de um
padrao listado (em geral listas brancas e pretas entremeadas a semelhanca de um cdédigo de
barras). Na transigcao entre superficies, se as listas apresentarem descontinuidades, as
superficies tém continuidade GO0; se as listas apresentarem quebras, as superficies tém
continuidade G1; se as listas transitarem suavemente de uma superficie para a outra, as
superficies tém continuidade G2.

Paralelismo entre curvas

A distancia de um ponto P a uma curva [m] é dada pelo comprimento do segmento [PI], em
qgue I é aintersecdo da reta p normal a curva [m] passante pelo ponto P. Note-se que, em
geral, esta reta normal ndo é a reta normal n definida nos termos em que definimos o triedro de
Frenet-Serret. E, no entanto, uma reta que estd contida no plano definido pela normal e pela bi-
normal. No caso de o ponto P e a curva [m] serem complanares, entdo a reta p coincide
sempre com a retan.

Uma curva [p] paralela a uma curva plana [m], é uma curva, do mesmo plano, cujos pontos se
encontram a uma distancia fixa, d, da curva [m]. Em geral, dada uma curva plana [m], existem
duas curvas paralelas a uma distancia fixa d.

Generalizando, duas curvas quaisquer consideram-se paralelas se todas as normais a uma séao
normais a outra e se a distancia entre os pontos de intersegdo de cada uma das normais com
as duas curvas estdo sempre 8 mesma distancia d entre si.

Plano tangente e reta normal

Sejam [a] e [b] duas linhas contidas na superficie [«] e incidentes no ponto T. Sejam as retas
t, e tp tangentes as linhas [a] e [b] no ponto P, respetivamente. Entdo o plano 8 definido pelas
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retas t, e t, é o plano tangente a superficie [a] no ponto T. Este também pode receber a
designacgao de plano osculador. Se uma ou as duas linhas da superficie forem retas, entéo o
plano tangente contém-nas. Aretan L 0 passante porT é a reta normal a superficieemT
(figura 2.10).

Fig. 2.10. Plano tangente e reta normal a uma superficie.

Plano normal e sec¢gdo normal

Qualquer plano i passante pelaretan L 8 é um plano normal a superficie [a] no ponto T. A
linha de intersegéo [i] produzida pela intersegdo do plano r com a superficie [a], designa-se
por secg¢ao normal a superficie no ponto T (figura 2.11).

Fig. 2.11. Plano normal e secgédo normal a uma superficie.

Curvatura de uma superficie

Para cada ponto T de uma superficie [a], existem dois planos normais 8 e 8, perpendiculares
entre si, que a intersetam a segundo linhas [f] e [g] que tem a propriedade de, entre todas as
secgdes normais, serem a de maior e menor curvatura no ponto T. Estas designam-se por
secgdes normais principais. Sejam K e K 4 as curvaturas das linhas [f] e [g] em T.
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Define-se a curvatura média de uma superficie [a] num ponto T como K, = (K + K ) /2.
Define-se a curvatura gaussiana de uma superficie [a] num ponto T como K,=K;K,.

Se o plano tangente a superficie no ponto T a dividir em quatro regides na vizinhanca do ponto,
duas em cada lado do plano, entao a superficie tem curvatura dupla de sentidos opostos no
ponto T e diz-se anticlastica em T. Neste caso tanto a curvatura gaussiana como a curvatura
média sdo negativas em T porque as curvaturas das linhas [f] e [g] no ponto T tém sinais
opostos. O ponto T recebe a designacéo de ponto hiperbélico (figura 2.12.a).

Se o plano tangente a superficie no ponto T tiver em comum com a superficie uma linha
passante por T na sua vizinhanca, entdo a superficie tem curvatura simples no ponto T e diz-
se monoclastica em T. Nesse caso a curvatura gaussiana é zero no ponto T. O ponto T recebe
a designacgao de ponto parabélico (figura 2.12.b).

Se o plano tangente a superficie no ponto T tiver apenas este ponto em comum com a
superficie na sua vizinhancga, entdo a superficie tem curvatura dupla com o mesmo sentido
no ponto T e diz-se sinclastica em T. Neste caso a curvatura gaussiana é positivaem T e a
curvatura média pode ser positiva ou negativa consoante as curvaturas das linhas [f] e [g] no
ponto T tenham sinal positivo ou negativo. O ponto T recebe a designagao de ponto eliptico
(figura 2.12.c).

Fig. 2.12. Tipos de superficie quanto a curvatura num ponto T: a) anticlastica, b) monocldstica, c) sinclastica.

Linhas geodésicas, linhas de curvatura e triedro de Darboux

Numa superficie, a uma linha que corresponde a mais curta distdncia entre dois pontos, da-se
o nome de linha geodésica. O conceito de geodésica generaliza para as superficies a ideia de
“linha reta” em relagdo ao plano. A medida do desvio de uma curva, num dado ponto, em
relagdo a ser uma geodésica, designa-se por curvatura geodésica.

Como vimos acima, em cada ponto de uma superficie ha, em geral, duas secgdes normais
principais. A uma linha da superficie que, em cada um dos seus pontos, partilha a mesma reta
tangente com uma das secgdes normais principais, da-se o nome de linha de curvatura da
superficie. Em geral, as linhas de curvatura de uma superficie formam um rede de curvas que
se intersetam perpendicularmente. Assim, para cada ponto de uma superficie, em geral, é
possivel associar um sistema de coordenadas do seguinte modo. Os eixos x e y sdo alinhados
com as retas tangentes as secgdes normais principais e o eixo z € a reta normal a superficie.

280



Este designa-se por triedro de Darboux ou sistema de coordenadas de Darboux, e esta para
as superficies como o triedro de Frenet-Serret esta para as curvas. E por isso pode fornecer um
critério no que concerne a orientar objetos em relagao a uma superficie.

Intersecao e continuidade geométrica entre superficies

Ainteracao entre duas superficies pode ocorrer de diferentes modos. As superficies podem
néo se intersetar; podem ter alguns pontos em comum; podem ter linhas em comum; ou pode
acontecer uma combinagéo se diferentes situagoes.

Se duas superficies [a] e [B] se intersetarem segundo uma linha [i], entao é possivel afirmar
gue existe pelo menos uma superficie [8] que interseta as superficies [a] e [#] segundo linhas
[a] e [b], respetivamente, de tal modo que as linhas [a] e [b] se intersetam num ponto

I pertencente a linha [i] (figura 2.13.a). A reta tangente a linha [i] no ponto I resulta da
intersecdo dos planos tangentes a duas superficies [a] e [f]em T. Este resultado é o
fundamento para os métodos para a determinacgao da intersegao entre superficies tipicos da
geometria descritiva, e também fornece uma base para o entendimento do que se passa num
ADMG3D.

De acordo com o teorema de Bezout, em geral, o grau da linha de intersecao é o produto dos
graus das superficies que estéo a ser intersetadas. Por exemplo, a intersegao geral de duas
superficies de grau dois (quadrica) € uma linha de grau quatro (quartica). A resolugao
matematicamente exata de intersecdes de superficies ndo é em geral facil e muitas vezes nem
é possivel ou desejavel para fins praticos. Por isso, nas ferramentas de software CAD é comum
serem implementados métodos que resolvem as intersecdes por aproximacao. Por exemplo,
no software Rhinoceros, a intersecao entre superficies € em geral representada
aproximadamente por curvas de grau trés, isto é, por linhas cubicas mesmo que o produto dos
graus das superficies seja superior a trés. Isto significa que neste ADMG3D nao devemos
esperar solugdes graficas exatas mas apenas aproximagdes muito precisas.

Se as superficies admitirem os mesmos planos tangentes em todos os pontos da linha [i]
comum, entdo as duas superficies dizem-se tangentes ou concordantes entre si. E nesse
caso, as linhas [a] e [b] sdo tangentes entre si no ponto I da linha [i] (figura 2.13.b).

Fig. 2.13. Interacao entre superficies: a) intersegao, b) concordancia.

281



Muitas vezes, alguns ADMG3D apresentam limitagdes na determinacéao de linhas de intersegao
entre superficies quase rasantes ou mesmo tangentes entre si. Por isso, este tipo de situagéao
deve ser avaliada com cuidado para fins de modelacéo.

Aintersecgao e a concordancia dao origem a continuidade de posigao (G0) e continuidade de
tangéncia (G1) entre superficies (figura 2.14).

a) b)

Fig. 2.14. Continuidade geométrica entre superficies: a) continuidade de posi¢éao, b) continuidade de tangéncia.

Se ao longo de todos os pontos da linha de transigéo entre as superficies, ambas as superficies
apresentarem a mesma curvatura, entao diz-se que ha continuidade de curvatura (G2).

O contorno aparente [s], de uma superficie [a], a partir de um ponto P, é a linha de
concordancia entre a superficie [a@] e uma superficie conica de vértice em P. Também se pode
designar o contorno aparente por silhueta da superficie. Se o ponto P for imprdéprio, em vez de
uma superficie cénica temos uma superficie cilindrica concordante com a superficie [a].

Paralelismo entre linhas e superficies e entre superficies

A distancia de um ponto P a uma superficie [a] € o comprimento do segmento [PI],em que I é
o ponto de intersecao da reta n normal a superficie passante pelo ponto P. Pode-se considerar
gue uma linha [m] é paralela a uma superficie [a] se todos os seus pontos se encontram a uma
distancia fixa d da superficie. Duas superficies [a] e [] sdo paralelas entre si se os pontos de
uma estdo a uma distancia fixa d da outra.

Representacao parameétrica de linhas e superficies

Na utilizagdo de um ADMG3D uma linha ou superficie € normalmente instanciada através de
funcéo, ou comando, implementada na aplicagdo. Normalmente é solicitado ao utilizador que
especifique um conjunto de valores que permitam definir o objeto instanciado, ou que
selecione um conjunto de objetos previamente instanciados para gerar o novo objeto, ou ainda
uma combinacao destas duas modalidades.

Por exemplo, para instanciar uma circunferéncia [c] € normal que seja solicitado o seu centro
(através das coordenadas ou selecionando um ponto previamente instanciado) e o seu raio
(através de um valor numérico ou especificando um ponto que deve pertencer a curva).
Normalmente a instanciacio faz-se em relagdo com sistema de coordenadas de trabalho em
uso. Podemos olhar para as coordenadas do centro (C), para o raio (1) e para o plano (pl) em
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que deve estar contida a curva, como parametros da curva. De algum modo podemos dizer que
a circunferéncia [c] é fungdo daqueles parametros e, abusando da linguagem, poderiamos
escrever [c] = f(C,r,pl).

Por outro lado hé varias formas de representar matematicamente uma circunferéncia contida
num plano xy através de equacgoes.

Aforma reduzida é (X — a)? + (Y — b)? = %, em que X e Y sdo coordenadas de um ponto
qualquer da circunferéncia, a e b sdo as coordenadas do centro, e r é o raio da circunferéncia.

Aformageral é X? + Y% + dX + eY + f =0,emque X e Y sdo coordenadas de um ponto
gualquer da circunferéncia e os pardametros d, e e f sao fungéo das coordenadas a e b do
centro da circunferéncia e do seuraior.

Outra forma de representar a circunferéncia € através de uma parametrizagdo da mesma, a que
corresponde representa as coordenadas X e Y em fungédo de um paradmetro t. Neste caso, as
equacoes paramétricas da circunferéncia sao:

X =a+rcos(t)
Y = b +rsin(t)

Em que t é um parametro que varia entre 0 e 2m, isto &, t corresponde diretamente a uma
medida angular.

A parametrizagdo de uma curva nao é unica. Por exemplo, a circunferéncia pode ser
parametrizada da seguinte forma (Wildberger, 2009):

1-—t¢?

X=a+r1_|_t2
2t

Y=b+r1_{_t2

Em que t € um pardmetro que varia entre —oo e +o.

Embora o resultado final seja a mesma circunferéncia, na verdade as duas formas de
parametrizar nao sédo idénticas. Considerando uma circunferéncia com centro de coordenadas
(3,4) eraioigual a 2, a primeira parametrizagdo corresponde a figura 2.15.a e a segunda a
figura 2.15.b.
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Fig. 2.15. Parametrizagéo da circunferéncia.

Em ambos os casos avaliou-se o parametro t para 76 valores igualmente espagados entre si.
No primeiro caso esses valores distribuiram-se no intervalo [0, 21t] sendo ty = 0 e t;5 = 27 (na
pratica nao se considerou o valor t = 21 porque o ponto resultante coincide com o ponto de
correspondente at = 0). No segundo caso, como € impraticavel o intervalo entre —o e +0, 0s
valores distribuiram-se no intervalo [—10, 10] sendo ty = —10 e t;5 = 10. Note-se que, no
segundo caso, ndo foi possivel representar pontos da curva cujo valor de pardmetro ficou fora
do intervalo escolhido. Em ambos os casos verificamos que a distancia entre valores
consecutivos do pardmetro t é igual. Dizemos que os valores estao igualmente espagados no
espaco paramétrico. Porém, essa igualdade no espago paramétrico soé se traduziu em
igualdade entre distadncias no espago geométrico no primeiro caso. Este € um aspeto
fundamental a considerar na modelacao geométrica paramétrica. Na maior parte dos casos
nao é possivel ter simultaneamente distancias iguais no espaco dos parametros € no espago
da geometria.

As mesmas ideias podem ser aplicadas as superficies. No caso das superficies, em vez de
termos apenas um parametro, temos dois, normalmente designados u e v, e expressamos as
coordenadas dos seus pontos em funcao desses parametros. Veja-se o exemplo da superficie
esférica com centro de coordenadas (a, b, ¢) e raio igual a r. Uma parametrizagéo da superficie
esférica é a que se apresenta de seguida.

X =a+rcos(—m/2 + tv)cos (2nu)
Y = b +rcos(—m/2 + nv)sin (2nu)
Z =c+rsin(—m/2 + nv)

Em que u e v sdo pardmetros que variam no intervalo [0, 1]. Repare-se que este intervalo podia
ser outro desde que se alterassem as equagdes paramétricas de acordo com esse outro
intervalo. Em termos praticos isso significa mapear um intervalo noutro intervalo.
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Fig. 2.16. Parametrizagédo da superficie esférica.

Considerando uma superficie esférica com centro de coordenadas (3,4, 5) e raioiguala 2, a
parametrizagao corresponde aos pontos da figura 2.16 quando sdo avaliados 21 valores do
parametro u (os pontos correspondentes au = 1 coincidem com os pontos correspondentes a
u = 0) e 11 valores do parametro v.

Fixando, por exemplo, o valor v = 4, tém-se a circunferéncia horizontal que aparece destacada
na figura. E fazendo o mesmo para u = 0. 15, tém-se a semicircunferéncia vertical que aparece
destacada na figura. Cada uma destas linhas é o que se designa por linha isoparamétrica. Um
ponto P de uma superficie tem as coordenadas geométricas X, Y e Z e as coordenadas
paramétricas u e v. As linhas isoparamétrica fornecem um meio para mapear uma superficie
noutra fazendo corresponder, entre as duas superficies, pontos de coordenadas paramétricas
idénticas.

Da mesma forma que uma linha admite mais que uma forma de parametrizagéo, também uma
superficie pode admitir mais que uma forma de parametrizacao. O modo de parametrizar as
linhas e as superficies tem impacto nos processos de modelagao que recorrem ao espaco
paramétrico.

Entender a representagcao paramétrica das curvas e das superficies revela-se importante,
sobretudo naqueles casos em que ndo conseguimos modelar o que pretendemos com um
“clique” ou comando disponivel no ADMG3D que estamos a utilizar. Nestes casos pode ser
necessario recorrer a alguma espécie de programacéao para implementar o que se pretende.
Por exemplo, o software Rhinoceros tem incorporado um plugin de modelagao paramétrica,
com o nome de Grasshopper, que permite ampliar as suas capacidades através da
programacao visual. Os resultados ilustrados nas figuras 2.15 e 2.16 foram obtidos utilizando
este plugin.
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Linhas

Algumas nogdes gerais relativas a linhas ja foram dadas na PARTE | e no ponto anterior. Agora
vamos especificar algumas classes de linhas e analisar algumas propriedades graficas como o
seu aspeto visual e a tangéncia.

Critérios de classificacao

Nao ha apenas um critério para a classificagao das linhas. E possivel considerar inimeras
classes. E as classes ndo sdo exclusivas, o que significa que uma curva pode ser considerada
em mais que uma classe. Os critérios para definir uma classe também podem ser variados.

Alguns exemplos. Uma curva pode ...
... ser aberta ou fechada;
.. Ser convexa ou apresentar concavidades;
.. Ser suave ou quebrada;
.. apresentar simetrias ou ser completamente assimétrica;
.. ser simples ou auto intersetar-se;
.. ter curvatura constante ou curvatura variavel;
.. ser definida por um movimento de um ponto com uma dada lei;
.. ser plana ou espacial;
.. ser definida por equacoes algébricas com diferentes graus;
... ser definida por equacoes algébricas ou por equacgdes transcendentais.

Seguramente os critérios nao ficam por aqui. Alguns destes critérios remetem para
propriedades que podem ser reconhecidas visualmente (aberta ou fechada, suave ou
quebrada, etc.) enguanto que outros ndo tém uma correspondéncia visual diretamente
reconhecivel (grau da equacgéo, tipo de equacéo, etc.). Por vezes pode ser indicado mais que
um critério para especificar uma curva (por exemplo, curva espacial aberta com curvatura
constante).

Atividade proposta:

Procure criar um esquema grafico que permita organizar a classificagao dos tipos de linhas.
Procure dar exemplos de cada uma das classes de linhas.

Linhas retas e poligonais

A linha reta estd na base de todas as linhas poligonais. Uma linha reta fica definida dados um
ponto Py e um vetor d. Um ponto P qualquer da reta pode ser obtido em fungéo daqueles
elementos e de um pardmetro t, do seguinte modo:

P(t) = PO +t(_i

O que pode ser expresso em coordenadas:

286



Xp =Xp0+tE;
YP =YP0 +ta—y>
Zp :Zp0+tEZ)

Uma linha poligonal é que resulta da ligagao sequencial de um conjunto de pontos com
segmentos de reta (figura 2.17.a). Cada um dos segmentos € um lado da linha poligonal. Uma
linha curva pode ser considerada como o limite de uma linha poligonal quando o comprimento
dos lados tende para zero e o numero de lados tende para infinito (figura 2.17.b). Se a poligonal
for fechada a figura resultante designa-se por poligono (a palavra poligono € mais comum mas
deveria dizer-se n-latero porque nos estamos a referir a lados e ndo a angulos). A linha poligonal
(ou o poligono; normalmente quando usamos a palavra poligono referimo-nos a uma figura
plana) pode ser plana (figura 2.17.c) ou enviesada (figura 2.17.d) se os seus vértices néo
pertencerem todos ao mesmo plano. A linha poligonal (ou o poligono) pode ser simples (figura
2.17.e) ou auto intersetar-se (figura 2.17.f). Quando ha auto interseg¢des, os pontos que dai
resultam nao devem ser considerados vértices da linha poligonal.

B
/\ D

o

e) f)

Fig. 2.17. Linhas poligonais e poligonos.

Alguns poligonos planos, como tridngulos, retadngulos, trapézios, losangos, paralelogramos,
pentagonos, hexagonos sao figuras relativamente familiares com as quais fomos tendo
contacto desde a instrugdo primaria. Por isso ndo vamos aqui fazer uma revisdo exaustiva.
Vamos apenas dizer que um poligono ciclico (inscrito numa circunferéncia) com os lados
todos iguais € um poligono regular. Note-se que nesta definigdo cabe o tridngulo equilatero, o
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quadrado, o pentagono regular, o pentagrama regular, o hexagono, o heptagono regular, o
heptagrama regular, o octégono regular e uma infinidade de outros. Até podemos dizer que a
circunferéncia é, no limite, um poligono regular com um ndmero infinito de lados.

Atividade proposta:

Reveja a classificagdo de tridngulos e de quadrilateros. Procure criar um esquema grafico
que organize a classificacdo dos tipos de tridngulos e de quadrilateros. No caso dos
quadrilateros crie uma hierarquia (por exemplo o quadrado € um tipo de retangulo).

Malhas planas e malhas espaciais lineares

Uma malha plana é o que resulta de um conjunto de pontos (os nés da malha) pertencentes a
um plano unidos por segmentos de reta (lados da malha). Se considerarmos também as
regides delimitadas pelos lados da malha, podemos designa-las por faces. Considerar as faces
leva-nos para a secao seguinte em que vamos tratar de superficies. Por isso, para ja, vamos
considerar apenas a estrutura linear formada pelos nds e pelos lados. Interessa-nos considerar
0s casos em que as regides delimitadas por lados da malha sao disjuntas e poligonos simples.
(S4, 1982). Amalha pode ser peridédica, aperiodica ou irregular. Uma malha é periddica
quando uma porgéo limitada da malha pode ser utilizada como um médulo para, através da
combinacao de translagdes segundo duas diregcdes independentes, preencher todo o plano
(figura 2.18.a). Uma malha é aperiddica quando uma porgcao da mesma pode ser utilizada para
preencher todo o plano mas nao o faz por translagao. Isto é, nunca é possivel através de uma
translacgao deixar a malha invariante (figura 2.18.b). Uma malha é irregular se nao for nem
periddica nem aperiddica (figura 2.18.c), podendo ser composta por uma infinidade de
poligonos de diferentes tipos.

i1

Fig. 2.18. Malhas planas: a) periédica, b) aperiddica, c) irregular.

A nogao de malha plana esta intimamente relacionada com a nogéo de pavimentagao plana
embora ndo se confundam.
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Fig. 2.19. Triangulagéo de Delaunay.

Uma pavimentacéao plana corresponde ao preenchimento do plano com um conjunto
numeravel de poligonos ou ladrilhos sem deixar espacos entre eles (0 que deixa de fora as
malhas irregulares que podem propagar-se indefinidamente acrescentando novos poligonos de
diferentes tipos). Por conjunto numeravel entende-se um numero limitado de ladrilhos (Veloso,
1999).

Um exemplo de uma malha irregular plana é a que se pode obter através da triangulacao de
Delaunay de um conjunto de pontos no plano dispostos aleatoriamente (figura 2.19). Neste
exemplo apresentamos apenas a regido da malha limitada por um retadngulo. O critério para
definir esta triangulagao é o de garantir que qualquer circulo definido pelos vértices de um
tridngulo ndo contém vértices de nenhum outro tridngulo.

Em relacdo malhas periddicas importa considerar as regulares, as semi-regulares e as demi-
regulares. Apenas ha trés tipos de malhas regulares. Sdo as que resultam do preenchimento do
plano com poligonos regulares de apenas um tipo. Os Unicos poligonos regulares que
preenchem o plano séo o tridngulo equilatero, o quadrado e o hexagono regular (figura 2.20).

B T B
a)

Fig. 2.20. Malhas regulares: a) quadrada, b) triangular, c) hexagonal.

No caso das malhas semi-regulares e demi-regulares, o plano pode ser preenchido por
poligonos regulares de mais que um tipo. Nas malhas semi-regulares (e nas regulares) os
vértices sao todos do mesmo tipo, por isso, dizem-se uniformes.
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Fig. 2.21. Malhas semi-regulares.

Isto quer dizer que é possivel copiar os lados que incidem num vértice e, através de uma
sequéncia de transformacoes rigidas, fazé-los coincidir com os lados que incidem em qualquer
outro vértice. Apenas ha oito malhas semi-regulares que se ilustram na figura 2.21.

No caso das malhas demi-regulares, os vértices podem ser de mais que um tipo. Sabe-se que
existem cerca de 20 malhas com vértices de dois tipos (2-uniforme), 61 malhas com vértices de
3 tipos (3-uniforme) (Veloso, 1999) e muitas mais com vértices de outros tipos (figura 2.22).

\,

G-
a) b)

Fig. 2.22. Exemplos de malhas demi-regulares (adaptado de Veloso, 1999): a) 2-uniforme, b) 3-uniforme, c) 4-uniforme.

Como estas malhas sao periédicas, estao representados os médulos que se repetem por
translacéo.

Numa malha plana cujos lados definem poligonos regulares, importa considerar o conceito de
malha dual. Trata-se da malha cujos nés séo os centros das faces da malha original. Na figura
2.23 estéo representadas as malhas duais das semi-regulares pela mesma ordem em que séo
dadas nafigura 2.21.
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Fig. 2.23. Malhas duais das malhas semi-regulares.

Uma noc¢éo alterada da nogcédo de malha dual, considerando antes os lados da malha dual
como contidos nas mediatrizes dos lados da malha original, da origem a malha de Voronoy
como dual de uma triangulagdo de Delaunay. Na figura 2.24 representa-se a malha dual da
triangulacao de Delaunay, dada nafigura 2.19, para o mesmo retangulo limite.

Fig. 2.24. Exemplos de dualidade entre malhas: a) malha dual de uma malha semi-regular, b) malha de Voronoy como dual de uma
triangulacéo de Delaunay.

O conceito de malha pode estender-se ao espago de diversos modos. Uma possibilidade é a
aplicagdo do plano, e correspondentes nés, numa superficie qualquer. Deste modo, a cada um
dos nés corresponde um ponto na superficie. De seguida os pontos da superficie podem ser
unidos por segmentos de reta do mesmo modo que os pontos homaélogos do plano estéo
unidos (figura 2.25).
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Fig. 2.25. Malha espacial por projecéo paralela dos vértices de um trogo de malha plana numa superficie [a].

As duas malhas séo topologicamente equivalentes (ver adiante a nocao de transformacgéo

topoldgica) porque é possivel imaginar uma deformacgao continua de uma delas até coincidir
com a outra.

Outra forma é operar diretamente numa superficie. Neste caso é possivel admitir que os lados
da malha sejam curvas da superficie. Deste modo, e considerando por exemplo a superficie
esférica, é até possivel falar de malhas regulares na superficie em estreita relagdo com os
poliedros regulares. E adiante, a propdsito de outros tipos de poliedros veremos que é possivel
considerar outro tipo de malhas sobre a superficie esférica.

Fig. 2.26. Malha espacial por ligagdo de duas malhas planas triangulares contidas em planos horizontais distintos.
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Ainda outra forma de considerar malhas espaciais € através da sobreposigao de malhas planas
(ou espaciais) em varias camadas ligando vértices dessas varias camadas (figura 2.26).
Obviamente as possibilidades sao infindaveis.

Tal como é possivel fazer o estudo matematico de como as malhas planas podem cobrir todo o
plano, também é possivel fazer estudo idéntico para as malhas espaciais. Esse estudo é feito
no d&mbito da cristalografia e foge ao &mbito deste texto.

Quando acima se disse “preencher todo o plano” esta a considerar-se o plano estendido ata ao
infinito. Isto € uma abstracéo que é util para estudar e classificar o objeto matematico. Mas,
para efeitos praticos, em arquitetura ou engenharia, nunca € necessario considerar uma malha
de extenséo infinita. Nestes contextos praticos, uma malha pode ser um elemento estruturante
de um projeto definindo, por exemplo, a localizacao de pilares, a localizagdo de nds estruturais,
ou simplesmente um sistema de proporcgéo.

Linhas de forma livre

As linhas de forma livre (figura 2.27) aparecem inevitavelmente no processo de ideagdo no
contexto da arquitetura, das varias areas do design e também da engenharia.

Num ADMGSD néo linhas verdadeiramente livres. Todas obedecem a uma qualquer formulagao
matematica. O que nos interessa neste ponto € notar que, dada uma linha de forma livre,
segue-se obrigatoriamente um qualquer processo de racionalizagdo da mesma. Racionalizar a
linha significa aproxima-la através de outras linhas cuja natureza é conhecida. A primeira
possibilidade para gerar uma aproximacao a curva é transforma-la numa linha poligonal (figura
2.28). A aproximacao sera tanto melhor quantos mais segmentos tiver a poligonal. No entanto,
se esta for a forma de aproximacao escolhida, porventura ndo é desejavel exagerar no numero
de segmentos.

Fig. 2.27. Linha de forma livre desenhada & mé&o levantada.

Seja como for, o numero de segmentos é sempre uma opgéo da pessoa e fungéo dos objetivos
da representacdo. Como recomendacgao, pode indicar-se que, para uma melhor aproximacéo,
nos trogos em que a curva tem menor curvatura os segmentos podem ter maior comprimento
enquanto que nos trogos de maior curvatura os segmentos devem ter menor comprimento.
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Fig. 2.28. Aproximacéo através de uma linha poligonal.

Linhas cénicas

As linhas cdnicas ja foram abordadas na PARTE | deste texto como intersecdes planas em
superficies conicas. Como recurso de representagéo, podem ser utilizadas para resolver a
aproximacgao a representacgao de linhas de forma livre. Uma possibilidade é a utilizagado de
arcos de circunferéncia tangentes entre si (figura 2.29).

Fig. 2.29. Aproximagé&o através de arcos de circunferéncia (os centros C3 e C4 estdo fora dos limites da figura.

Esta forma de proceder, embora possa permitir resultados melhores que no caso anterior, é
bastante trabalhosa sobretudo se quisermos garantir a tangéncia entre arcos consecutivos.
Para que dois arcos sejam tangentes entre si, € necessario que os dois centros e o ponto de
tangéncia pertencam a mesma linha reta, que é normal a ambos os arcos. E, por exemplo, o
caso dos centros Cg € C e do ponto G. Neste caso foram utilizados sete arcos de
circunferéncia.

Pode procurar-se melhorar este resultado incluindo trogos de outras linhas cénicas (figura
2.30). Esta abordagem s6 é viavel na pratica utilizando as funcionalidades de um ADMG. Neste
caso o resultado foi uma composicéo de cinco arcos de elipses tangentes entre si. A
representagcdo completa de cada uma das elipses e dos focos é feita para efeitos de ilustragéo
do processo, dado que a representagcao das mesmas néo se fez a partir destes pontos. O
processo consistiu em estimar um conjunto de pontos 4, B, C, ..., F e respetivas tangentes a
curva nesses pontos. As tangentes consecutivas intersetam-se nos pontos P4, P, ..., Ps,.
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Fig. 2.30. Aproximacgao através de trogos de linhas coénicas (elipses).

Depois utilizou-se uma funcionalidade do ADMG que permite definir uma linha cénica a partir
de duas retas tangentes em dois pontos, e outro ponto qualquer da curva. Por exemplo o troco
da curva entre A e B foi definido a partir destes pontos, das tangentes P1A e P1B, e de um
ponto I qualquer estimado sobre a curva. Em termos praticos, o que esta funcionalidade faz é
compactar num comando o equivalente a resolugdo de uma transformagao homoldgica em
que a curva conica [e] é transformada de uma circunferéncia [e]’, de diametro AB, por uma
homologia de eixo e (figura 2.31). Na figura apenas se apresentam os tragcados que permitiram
determinar os didmetros conjugados [ED] e [BC] da elipse.

Fig. 2.31. Homologia entre uma linha cénica definida por dois pontos 4 e B, e respetivas tangentes, e um ponto I qualquer.

Atividade proposta:

Reveja a transformagao homoldgica e procure descrever o conteudo da figura 2.31.

E bastante evidente a vantagem de dispor de um comando no ADMG que nos resolve esta
operacdo. Caso nao dispuséssemos, porventura este tragado ndo seria viavel na pratica.
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Bézier, B-Splines e NURBS

Mas ainda assim, a utilizagdo de linhas conicas nao é muito flexivel sobretudo em areas como
a industria naval, automovel ou aeronautica. Por essa razéo, na segunda metade do século XX
foi desenvolvida uma representacdo matematica de curvas que torna o seu tratamento muito

flexivel. E, curiosamente, as linhas cénicas estdo embebidas nesse tipo de representagao.

Curva de Bézier

Tudo comega com um tipo de linha designado por curva de Bézier. A designacao deve o seu
nome ao engenheiro francés Pierre Bézier que a desenvolveu nos anos sessenta do século XX
enquanto funcionario da Renault. A operagao fundamental para a sua representacgao € a
interpolagéo linear. Dados dois pontos A e B, € possivel representar um ponto P pertencente a
reta AB interpolando entre as coordenadas dos pontos A e B através de um pardmetro t. O
ponto P pode ser obtido através da seguinte expressdioP =A+t(B—A4) = (1 - t)A+ tB,em
que tvariaentre 0 e 1. Quando t = 0 o ponto P coincide com o ponto 4, e quandot =10
ponto P coincide com o ponto B. Para valores intermédios o ponto P situa-se entre Ae B.
Valores inferiores a 0 ou superiores a 1 colocam o ponto P fora do segmento [AB].

Em trés dimensdes temos:

Xp=X3+t(Xp—X)=1-0)X,+tXp
Yp=Y4+t(Yg—Y ) =(1-0)Y,+tYg
Zp=Z,+t(Zp—Zy)) =A—-t)Z4+tZyg

Ora, naverdade, isto é a representacao paramétrica da reta. Podemos dizer com propriedade
que areta é a curva de Bézier de grau 1 e que os pontos A e B sdo o seus pontos de controlo
(figura 2.32.a), no sentido em que, alterando a posi¢éo de pelo menos um deles a geracao da
curva altera-se. Numa curva de Bézier define-se ordem como o numero dos pontos de controlo.

t=-05 4 P

a) b) c)

Fig. 2.32. Curvas de Bézier: a) grau 1 e ordem 2, b) grau 2 e ordem 3, c) grau 3 e ordem 4.

Numa curva de Bézier de grau 2 (ordem 3) temos trés pontos de controlo A, B e C. Para gerar um
ponto da curva, o procedimento descrito acima é aplicado ao segmento [AB] para gerar um
ponto A’, ao segmento [BC] para gerar um ponto B’ e, finalmente, ao segmento [A’B’] para
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gerar o ponto P. Em termos praticos trata-se de aplicar a interpolacao linear de forma recursiva
(figura 2.32.b). Um facto interessante é que uma curva de Bézier de grau dois é exatamente uma
parabola, ou seja, um dos tipos de linha cénica.

Numa curva de Bézier de grau 3 (ordem 4) temos quatro pontos de controlo A4, B, C e D. Para
gerar um ponto P da curva procede-se exatamente como no caso anterior. A diferenca é que ha
mais um nivel de iteragdo. Uma curva de Bézier de grau 3 é uma linha cubica (figura 2.32.c). A
vantagem das linhas de grau 3 relativamente as linhas de grau 2 é permitirem inflexdes, o que
as torna mais flexiveis do ponto de vista pratico e capazes de representar de forma muito
precisa quase todo o tipo de geometria.

Para gerar pontos de curvas de Bézier de grau superior, o processo € em tudo idéntico ao
referido para as curvas acima tratadas. E claro que num AMGD o utilizador nao precisa de gerar
a curva ponto a ponto. Existemm comandos que a instanciam de uma vez. O processo que
acabamos de descrever é conhecido como algoritmo de De Casteljau. Este algoritmo recebe o
nome de Paul de Casteljau que o desenvolveu no final da década de cinquenta do século XX
enquanto funcionario da Citroen. Note-se que a aplicacao do algoritmo de De Casteljau
permite representar pontos da curva e também as tangentes nesses pontos.

Arazao pela qual fizemos esta exposicao € para trazer clareza ao entendimento de um novo
tipo de curva que vamos tratar de seguida.

Curva B-Spline

Uma curva B-Spline nao é mais que a jungao de varias curvas de Bézier. Tal como as curvas de
Bézier, também sao definidas por pontos de controlo. Numa curva de Bézier de grau g, o
numero de pontos de controlo é exatamente n = g + 1; numa curva B-Spline o numero de
pontos de controlo € obrigatoriamente n > g + 1. Cada ponto de controlo adicional em relagéo
a g + 1introduz uma nova curva de Bézier na B-Spline. Por exemplo, uma B-Spline de grau 3
com cinco pontos de controlo é composta por duas curvas de Bézier. Se tiver seis pontos de
controlo sera composta por trés curvas de Bézier, e assim sucessivamente.

O entendimento da curva B-Spline implica a introducdo de dois novos conceitos, o de vetor
dos nés paramétricos (knot vector) e o de valores geradores (blossom values) associados aos
pontos de controlo, em ndimero igual ao grau da curva. O vetor de nds paramétricos é um
conjunto de valores, dados por ordem crescente, associados ao espago paramétrico da curva.
A quantidade de valores do vetor dos n6s é dado porn+ g — 1, em que n é o numero de
pontos de controlo e g o grau da curva. Por exemplo, numa curva de grau 3, com nove pontos
de controlo, o vetornos néstem 9 + 3 — 1 = 11 valores. Se esses valores forem igualmente
espacados, a B-Spline com eles gerada diz-se uniforme. Se os valores ndo forem igualmente
espacados, a B-Spline diz-se ndo uniforme. Um vetor de nds uniforme &, por exemplo,
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10). E um vetor de nds ndo uniforme &, por exemplo,
(0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6).

O vetor dos nos varia entre kg e ky, 4_». O espago paramétrico (t) da curva variaentre t = kg_
et = kn—l-

Voltando ao exemplo de uma curva de grau 3 e nove pontos de controlo, no caso do vetor de
nés uniforme, os blossom values associados aos ponto de controlo sao:
A(0,1,2),B{1,2,3),€(2,3,4),D(3,4,5), E{(4,5,6),F(5,6,7),G(6,7,8), H(7,8,9),1(8,9,10). O
espacgo parameétrico (t) da curva variaentre t = kg_l =2et=k, 1=8.
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No caso do vetor de nés nao uniforme, os blossom values associados aos ponto de controlo
sdo: 4(0,0,0), B(0,0,1),C(0,1,2),D(1,2,3),E(2,3,4),F(3,4,5),G(4,5,6), H(5,6,6),1(6,6,6).
O espago paramétrico (t) da curvavariaentret =k, 1 =0et =k, 1 = 6.

Na figura 2.33, é dado um conjunto de nove pontos de controlo A4, B, ..., I. A poligonal definida

pelos pontos de controlo designa-se poligonal de controlo. Em cima esta representada uma

B-Spline de grau 3 com um vetor de nés uniforme (0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9,10), e em baixo uma
B-Spline de grau 3 com um vetor de nés néo uniforme (0,0,0,1,2,3,4,5,6, 6, 6).

Os pontos Ny, Ny, N, .., em que se transita de uma cuva de Bézier para outra sdo os nés
geomeétricos da B-Spline.

Para gerar os pontos de uma B-spline o algoritmo de deBoor é o mais utilizado (Wikipedia
contributors, 2025a). Este algoritmo recebe como dados o grau g da curva, o vetor dos nos e os
pontos de controlo. Para gerar um ponto P correspondente a um valor de parametro t, contido
no espaco paramétrico da curva, o algoritmo de deBoor utiliza um processo recursivo, com um
numero r de iteragdes, que a seguir se descreve.

Primeiro determina-se o intervalo do espago paramétrico em que a curva vai ser avaliada
fazendo t;, < t < t},.q1, em que, t; € o valor do n6 imediatamente abaixo de t e ;1 € o valor do
né imediatamente acima de t.
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Fig. 2.33. Representagcédo de uma B-Spline de grau 3 com nove pontos de controlo: em cima) vetor de nés uniforme, em baixo) vetor
de nds nao uniforme.

De seguida escolhem-se todos os pontos em que pelo menos um dos blossom values é igual a
t, e/ou t; 1. Esses sdo os pontos iniciais do processo, correspondentes ao nivel de iteragao
r = 0. Desses pontos, o primeiro corresponde a t,_4 = t_1, pelo que k =g —1.0Os pontos

iniciais vao ser interpolados, no nivel de iteragcdor = 1, gerando o nivel seguinte de pontos de
controlo, de acordo com a férmula:
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P{=(1-a)PZ{ +aiP; ' comi=k—g+r,. k.

t—t;
emquea; = —————
tivi4g—r—ti

A cada passo daiteragdo o valor r incrementa 1 unidade, determinando-se os valores de i para
a nova iteracéo, e o processo termina quandor = g.

Vejamos a aplicagdo do algoritmo para o calculo do ponto P correspondenteat = 2.3 no caso
da curva ndo uniforme.

Como 2 < 2.3 < 3, os pontos de controlo, e seus blossom values, correspondentes ao nivel de
iteragdor = 0, sdo P°; = €(0,1,2), P = D(1,2,3), P = E(2,3,4) e P} = F(3,4,5). Sejam as
coordenadas geométricas destes pontos (0,0, 0), (0, 3,0), (5,3,0) e (5,0,0), respetivamente.

Para o nivelde iteragcdor = 1,i = 0,1, 2; para o nivel de iteragcdor = 2,i = 1, 2; e para o nivel
deiteracdor = 3,i = 2.

Sejar = 1 o primeiro nivel de iteragao.

Interpolando entre os pontos C e D temos:

a} =222, de onde resulta que P} = (1-22) €+ 22D = (0,0,0) + (0,2.3,0) = (0,2.3,0)
Interpolando entre os pontos D e E temos:

al =%,deonde resulta que P] = (1—%)D +§E= (0,1.7,0)+(%5,1.3,0) =

6.5
(%.3.0)
Interpolando entre os pontos E e F temos:

1_ 23— 135 8.1

1= ? ,deonde resultaque P = (1- 2 )E+ 22 F = (52,25,0) + (52,0,0) =
(5,2.7,0)
Sejar = 2 o segundo nivel de iteragao.
Interpolando entre os pontos P e P1 temos:
ai = 233%11 de onde resulta que P% = (1 - )Po +22p1 =012 o)+ (845 3% 0) =
Interpolando entre os pontos P} e P1 temos:
a3 = 2432 de onde resulta que PZ = (1 ——)P +02;3P% = (%05 1 0) + (1—5 & ,0) =
(15655'5: ,0)
Finalmente, sejar = 3 o terceiro nivel de iteragao.
Interpolando entre os pontos P% e P2 temos:
a3 = 33—2 de onde resulta que P3 = (1 —0.3)P%2 + 0.3P3 = (% %57 0)
(65 550) = (55°557.0) = Peeasy
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Na figura estdo patentes divisdes dos lados da poligonal de controlo que permitem localizar os
nés geométricos e os pontos de controlo de cada uma das curvas de Bézier, calculados pelo
algoritmo de deBoor. Também se apresentam os passos correspondentes a determinagao do
ponto P para o pardmetro t = 2. 3. A colocacéo destes elementos na figura 2.33 € meramente
ilustrativa. Em geral, o que o utilizador vé é apenas a curva.

Na pratica, num ADMG os dados de entrada para um comando que instancia uma B-Spline sédo
os pontos de controlo, dados pela ordem devida, a especificagdo do grau da curva e,
eventualmente, o vetor dos nds. O algoritmo calcula depois a posicdo dos nés geométricos e a
forma de juntar as varias curvas de Bézier. No caso do software Rhinoceros, o comportamento
padrao é interpolar o primeiro e o ultimo ponto de controlo, logo a B-Spline resultante é ndo
uniforme.

A vantagem deste tipo de curva, é a facilidade de edigdo. Se o utilizador editar um ponto de
controlo, toda a construcao se reajusta. Mas note-se que esse reajuste nao afeta a curva toda
mas apenas os trogos influenciados pelo ponto de controlo editado. Isto €, as curvas B-Spline
permitem controlo local da curva, o que € uma enorme vantagem em processos de concegao.
Na figura 2.34 vemos o efeito da edi¢cdo do ponto de controlo E numa B-Spline de grau 2 (em
cima) e numa B-Spline de grau 3 (em baixo).

_‘__‘_,.,;;""',....---nm-nmN N2

o \\ :

A
Fig. 2.34. Edi¢cdo de um ponto de controlo de uma B-Spline de grau 2 (em cima) e de grau 3 (em baixo).

No caso da curva de grau 2, verifica-se que foram afetadas as trés curvas de Bézier entre os nés
geométricos N1 e N4. No caso da curva de grau 3, verifica-se que foram afetadas as quatro
curvas de Bézier entre os nds geométricos Ny e N4. Observa-se que quanto maior € o grau da
curva maior € o efeito resultante da edicdo de um ponto de controlo.
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Munidos agora das funcionalidades descritas, na figura 2.35 esta feita uma aproximagéao a
representacao da curva de forma livre introduzida na figura 2.27, através de uma B-spline de
grau 3 com 10 pontos de controlo.

Fig. 2.35. Aproximacgéo através de uma B-Spline definida por pontos de controlo.

Ha uma questao que importa mencionar. Parece contraintuitivo que os pontos de controlo nédo
facam parte da curva (com a excecao do primeiro e do ultimo). Podemos ser levados a pensar
que isso dificulta os nosso trabalho enquanto utilizadores do ADMG. Mas na verdade nao é
assim porque a edi¢gdo dos pontos de controlo para fazer convergir o desenho da linha para o
desejado é muito simples. Ademais, € sempre possivel adicionar novos pontos de controlo. A
Unica situagao em que isto pode ser problematico é se houver algum ponto fixo pelo qual a
curva deva passar. Nesse caso é possivel utilizar outro tipo de algoritmo para a geragao da
curva que permite interpolar um conjunto de pontos dados. Por questdes técnicas que
escapam ao dmbito deste texto, diz-se apenas que nesses casos o grau da curva tem de ser
impar. Na figura 2.36 faz-se uma aproximacao a curva através de interpolagao de pontos a ela
pertencentes.

B
A

Fig. 2.36. Aproximacgao através de uma B-Spline definida por interpolagéo.

Curiosamente, neste caso é mais dificil obter uma curva suave pelo que o numero de pontos de
entrada tende a ser maior. Esta curva continua a ser uma B-spline, e por isso também tem
pontos de controlo. Mas esses, ao invés de serem definidos pelo utilizador, sdo calculados
como fungéo dos pontos a interpolar.

Finalmente, ha uma opgao a considerar quanto a periodicidade da curva. Se a curva for
periddica, é fechada (figura 2.37.a) e se for ndo periddica, é aberta (figura 2.37.b). Se curva for
periédica, na pratica, a poligonal de controlo passa a ser uma linha fechada.
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Fig. 2.37. B-Spline de grau 3: a) periddica, b) ndo periddica.

No caso de a curva ser periddica vemos que aparecem mais dois nés geométricos e mais uma
curva de Bézier.

As descrigdes que foram feitas ndo perdem a generalidade no caso de os pontos de controlo
nao estarem todos no mesmo plano.

As curvas de Bézier e as curvas B-Spline sdo invariantes sob transformagdes afins ou sob
projecdes paralelas. Isto € uma propriedade muito util. O que isto quer dizer, em termos
praticos, é que para obter uma curva transformada de uma B-Spline basta aplicara
transformacéo afim aos pontos da poligonal. Depois, os pontos da curva transformada podem
ser calculados através dos procedimentos descritos acima a partir dos pontos transformados
da poligonal de controlo.

Porém nédo séo invariantes sob transformacgdes projetivas. Isto é, se considerarmos a projegao
cénica de uma poligonal de controlo, a curva gerada, a partir da poligonal projetada, ndo é uma
projecao conica da curva original. Para resolver este problema, desenvolveu-se a
representacdo NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines).

Curva NURBS

Uma curva NURBS define-se do mesmo modo que uma curva B-Spline, isto é, com uma
poligonal de controlo. O que se acrescenta é a possibilidade de atribuir um peso (w) a cada
ponto de controlo, o que tem o efeito de atrair ou repelir a linha em relagéo a esse ponto. Uma
curva B-Spline ¢ uma curva NURBS em que todos os pontos tém peso igual, geralmente igual a
1.

A atribuicdo de pesos tém uma interpretagao geomeétrica. Vamos analisar primeiro o caso de
uma curva de Bézier de grau 2. O principio é o seguinte. Considere-se a curva com os pontos de
controlo A4, B e C contida num plano horizontal 8 cota w = 1. Considere-se o valor desta cota
como o peso atribuido aos pontos A, B e C. Estes pontos de controlo ddo origem a curva
representada a trago fino na figura 2.38.a e 2.38.b. Trata-se de uma parabola.
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Fig. 2.38. Atribuicdo de um peso (w) a um ponto de controlo de uma curva de Bézier de grau 2: a) w < 1 dé origem a uma elipse,
b)w > 1 déa origem a uma hipérbole.

Considere-se agora um plano horizontal a cotaw = 0 e um eixo w perpendicular a estes dois
planos. O eixo w interseta o plano a cota 0 no ponto 0, centro de projecoes.

Na figura 2.38.a considerou-se um ponto B’ com cotaw = 0.5. Os pontos 4, B’ e C sao pontos
de controlo de uma curva de Bézier de grau 2, representada a pontilhado. A projegéao conica, no
plano de cotaw = 1, a partir do ponto 0, da curva a pontilhado, da origem a curva
representada a traco forte. A curva a trago forte pode ser interpretada como uma
transformacéao da curva a trago fino mudando o peso do ponto de controlo B de 1 para 0. 5.
Quando o peso é inferiora 1, a curva passa a ser um arco de elipse. Quando o peso é superior
1, a curva passa a ser um arco de hipérbole. Nestes casos ja ndo sao curvas de Bézier mas sim
linhas NURBS.

E a possibilidade de atribuir pesos aos pontos de controlo de uma curva de Bézier de grau 2 que
permite generalizar a representacgéo das linhas conicas.

A mesma légica pode ser aplicada a curvas Bézier e B-Spline planas de graus superiores para
dar origem a curvas NURBS. Se os pontos de controlo da curva B-Spline ndo estivem todos no
mesmo plano, a interpretacao geométrica implica considerar um espaco a quatro dimensoes
de onde se faz a projecéo que da origem a curva transformada (Woodbury, 2010).

Naturalmente, todos os ADMG que implementam curvas NURBS permitem todos estes tipos de
edigbes. A razdo pela qual detalhamos as explicacdes relativamente as curvas de Bézier, B-
Spline e NURBS deve-se ao facto de que no ADMG3D que vamos utilizar, o Rhinoceros,
praticamente todas as linhas séo representadas deste modo. E este tipo de linha é utilizado
para representar de forma aproximada curvas néao algébricas como a hélice, a catenaria, a
cicloide ou certos tipos de espirais.

Acresce ainda o facto de que a representagao das superficies € uma extensao destas
representacdes.

Atividade proposta:

Desenhe numa folha varias linhas de forma livre. Digitalize-as e procure racionaliza-las de
acordo com os varios tipos de linha discutidos.
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Superficies

Tal como em relagéo as linhas, algumas nogodes gerais relativas a superficies ja foram dadas na
PARTE | deste texto. Agora vamos especificar algumas classes de superficies e analisar
algumas propriedades graficas como o seu aspeto visual, tangéncias e intersegdes. Uma vez
que as superficies sao constituidas por linhas, as propriedades destas, estudadas na secgéo
anterior, sdo importantes no entendimento daquelas.

Critérios de classificacao

Alguns exemplos. Uma superficie pode ...

... ser aberta (tem uma linha de fronteira ou estende-se indefinidamente) ou fechada (envolve
um volume finito);

... ser compacta (fechada e limitada a uma regiao finita de espago) ou nao compacta;

... ser orientavel (podem distinguir-se os dois lados da superficie) ou ndo orientavel (apenas
tem um lado);

... ser suave (ter um plano tangente em cada ponto; ndo tém vincos), apresentar singularidades
(pontos em que nao ha plano tangente) ou ser facetada (ser composta por faces planas);

.. apresentar simetrias (ha planos de simetria por reflexdo) ou ser completamente assimétrica;
.. ser simples ou auto intersetar-se;

.. ter curvatura gaussiana, em cada ponto, positiva, negativa ou zero;

.. ter curvatura média, em cada ponto, positiva, negativa ou igual a zero;

.. ser definida por um movimento de uma linha com uma dada lei ou apoiando-se noutra linha;

... serregrada (gerada pelo movimento de uma linha reta) ou ndo regrada (ndo pode ser gerada
pelo movimento de uma linha reta);

... ser definida por equagoes algébricas com diferentes graus (quadricas, cubicas, quarticas,...);
... ser definida por equacoes algébricas ou por equacgodes transcendentais;

... ser topologicamente equivalente a uma esfera, a um toro com um buraco, a um toro como
dois buracos, ..., a um toro com n buracos (um cubo é topologicamente equivalente a uma
esfera, uma caneca com uma pega é topologicamente equivalente a um toro, um vaso com
dois furos é topologicamente equivalente a um toro com dois buracos).

Estes sdo apenas alguns critérios possiveis. Alguns destes critérios remetem para propriedades
que podem ser reconhecidas visualmente (aberta ou fechada, suave ou apresentar
singularidades, ser topologicamente equivalente a uma esfera, ter curvatura gaussiana positiva
ou negativa, etc.) enquanto que outros nao tém uma correspondéncia visual diretamente
reconhecivel (grau da equacéo, tipo de equacgéo, etc.). Normalmente um unico critério ndo
especifica bem uma superficie, podendo ser utilizados varios. Por exemplo, uma superficie
pode ser simultaneamente regrada e de revolugéo, ou ser simultaneamente de revolugéo, ser
definida por uma equacéao algébrica de grau 2, compacta e topologicamente equivalente a uma
esfera.
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Atividade proposta:

Procure criar um esquema grafico ou uma tabela que permita organizar a classificagao dos
tipos de superficies. Procure dar exemplos de cada uma das classes de superficies.

Plano e regides planas

Um plano é a superficie que se define a partir de trés pontos, uma reta e um ponto, duas retas
paralelas ou duas retas concorrentes. Ainda podemos considerar a definigdo através de um
ponto de duas dire¢gdes ou uma reta e uma direcao.

Agora podemos introduzir os vetores na definigdo. Podemos definir um plano a através de um
ponto P e um vetor 1 normal ao plano, ou através de um ponto P e dois vetores d e b paralelos
ao plano. Os dois vetores podem ser obtidos a partir de trés pontos. As duas definicoes
acabam por ser equivalentes porque, dados os dois vetores paralelos ao plano, pode-se obter o
vetor normal através do produto externo.

— i o . ~ z .
Dados dois vetores @ e b e um ponto Py podem definir-se as equagdes paramétricas do plano
em termos muito semelhantes ao que se fez para areta. A diferenca é que agora temos dois
parametros, u e v, em vez de ter apenas um:

Py = Py + (ud + vb)

O que pode ser expresso em termos de coordenadas do ponto P(u_,,):
Xp ., = Xp, + (utt; + vby)

Y., = Yp, + (ully +vb,)

Zp,,, = Zp, + (udt; + vb,)

Utilizando a definicao de produto interno, um plano é o lugar geométrico dos pontos P
transformados da origem do referencial, O, por translagdes de vetores ¥ = VyX + Vyy + V;Z
cujo produto interno relativamente ao vetor normalm = NxX + Nyy + N,Z é constante e igual a
k.

Istoé P =0 +7,talquev.n =k
Se o vetor 7 estiver normalizado, k corresponde a distancia do plano & origem do referencial.

No contexto deste trabalho consideramos uma regido plana como a por¢gdo de um plano de
area finita delimitada por um poligono simples.

Malhas espaciais facetadas

Uma malha (mesh) é considerada como um arranjo, no espago, de poligonos planos simples de
tal modo que um lado &, em geral, e no maximo, comum a dois poligonos. A malha pode ser
plana, se todos os poligonos estiverem contidos num plano, ou espacial se isso ndo acontecer.
Cada um dos poligonos é uma face da malha. A malha pode encerrar um volume ou ser aberta.
Apenas nos interessa considerar malhas que nao se auto intersetam. Um tipo comum de mesh
é a malha triangulada, isto é, aquela em que as faces sao tridngulos. Estas também recebem a
designacgao de rede irregular de tridngulos (TIN - triangulated irregular network).
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As meshes sdo uma forma muito eficiente de aproximar a representagcao da geometria de
formas orgénicas ou formas que nao tém uma definicdo geométrica precisa como, por
exemplo, terrenos. Na figura 2.39 temos o exemplo de uma mesh que cobre uma area plana
retangular.

Fig. 2.39. Mesh.

Para além de se caraterizar visualmente, é importante perceber que elementos é que definem a
mesh. Os elementos fundamentais sdo os vértices e as faces. Em geral, estes elementos sdo
guardados como listas. A lista seguinte representa os vértices da mesh.

0 {—88.313494,2.489344, 6.542188}
1{—88.313494,1.501088, 5.808325}
2 {—89.186837,1.926268, 5.331997}
3 {—88.979993,0.823098, 6.970094}
4 {—88.302003,0.351953,5.218009}

173 {—74.36996,4.038554,5.235411}

O primeiro valor de cada linha corresponde a um indice que traduz uma localizagao na lista.
Um elemento da lista é tudo o que esta a direita do indice. Por exemplo, o elemento de indice 3
€ {—88.979993,0.823098,6.970094}. Os valores entre chavetas representam as coordenadas
dos vértices separadas por virgulas.

Normalmente, numa lista, o indice do primeiro elemento é 0. Podemos verificar que esta lista
tem 174 elementos, que correspondem aos 174 vértices da mesh.
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Mas a lista dos vértices nao define a mesh. E necessdria outra lista que indica como os vértices
estao ligados para gerar as faces. A lista seguinte representa as faces da mesh.

0 T{158; 159; 11}
1T{162;163;103}
2 T{161;162;97}
3 T{161;98; 160}
4T{161;97;98}

303 T{131;166;167}

Nesta lista, por exemplo, o elemento de indice 3 é T{161; 162; 97} e representa uma face
triangular definida pelos vértices cujos indices, na lista dos vértices, sdo 161, 162 e 97.
Podemos verificar que esta lista tem 304 elementos, que correspondem as 304 faces da mesh.

E ainda possivel que a mesh tenha vetores normais unitarios associados aos vértices e/ou
associados as faces. Caso isso acontega, também estes sdo guardados em listas. As listas sdo
0 que permite aos computadores gerirem de forma eficiente este tipo de objetos geométricos.

Uma malha espacial facetada pode também ser obtida a partir de uma malha espacial linear
por preenchimento, quando possivel, dos poligonos delimitados pelos lados. Neste caso ja nao
serd uma mesh dado que podem incidir numa lado mais que dois poligonos. Um exemplo
muito evidente de uma malha espacial facetada é a que se pode obter agregando cubos de
modo a preencher o espago.

Poliedros

Podemos definir um poliedro como uma mesh fechada sem auto interse¢des. Na verdade a
definicao de poliedro ndo exclui que as suas faces sejam poligonos nao simples nem exclui as
auto intersegdes, mas para 0s nossos objetivos neste texto ndo consideraremos estes tipos de
poliedros. Ha uma infinidade de poliedros e ndo é nosso propdsito fazer aqui uma enumeragéo
exaustiva. Iremos apenas referir alguns tipos de poliedros e deixamos para o leitor o
aprofundamento do tema. Uma referéncia para o aprofundamento do tema é a tese de Vera
Viana (2020) com o titulo “Aplicacdes Didacticas sobre Poliedros para o Ensino da Geometria”.
Um nocéo importante, € a de poliedro uniforme e a de figura do vértice de um poliedro
uniforme. Um poliedro uniforme tem faces regulares que se encontram do mesmo modo em
todos os vértices. A figura do vértice de um poliedro uniforme é o poligono definido pelos
pontos médios das arestas que incidem no vértice (Coxeter, 1954).

Piramides, prismas e prismoides

As pirdmides (e os troncos de piramide), os prismas (e os troncos de prisma) e os prismoides
sao classes de poliedros bem conhecidas (figura 2.40). Uma pirdmide é o sélido delimitado por
um angulo sélido (dngulo poliédrico) e um plano obliquo a todas as suas arestas. Esse é o
plano da base da pirAmide. Um tronco de piramide obtém-se da piramide por truncagem, da
parte da piramide que contém o vértice do angulo poliédrico, produzida por um plano paralelo
ou obliquo ao plano da base. Um prisma é o volume delimitado por uma superficie prismatica e
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dois planos paralelos entre si e obliquos as arestas da superficie prismatica. Estes sdo os
planos das duas bases do prisma. Se os dois planos forem obliquos entre si, a figura resultante
é um tronco de prisma. Um prismoide € o sélido delimitado por dois poligonos quaisquer com o
mesmo numero de lados contidos em planos paralelos e por faces trapezoidais laterais.

Fig. 2.40. Poliedros: a) piramide, b) tronco de piramide, c) prisma, d) tronco de prisma, e) prismoide.
Se as faces de uma piramide forem poligonos regulares, podemos ter o caso do tetraedro
regular (ver adiante), da piramide quadrangular regular e da pirdAmide pentagonal regular. No

caso dos prismas, se todas as faces forem poligonos regulares, estes enquadram-se na classe
dos poliedros semi-regulares.

Atividade proposta:

Modele varios tipos de piramides, prismas e prismoides, num ADMG3D.

Antiprismas

Dados dois poligonos ndo complanares, com o mesmo numero de lados, contidos em planos
paralelos, designa-se por antiprisma o sélido delimitado pelos dois poligonos e pelas faces
triangulares resultantes da ligagdo de um vértice de um poligonos a dois vértices do outro, em
sequéncia, e de forma alternada. A designacgao antiprisma também pode ser utilizada para
designar uma classe de poliedros que incluem os antiprismas, propriamente ditos, os troncos
de antiprisma, os antipiramoides e os antiprismoides (figura 2.41). Se os planos dos dois
poligonos iniciais nao forem paralelos, o poliedro resultante € um tronco de antiprisma. Se um
dos poligonos for substituido por uma aresta, e forem feitas as necessarias adaptacoes as
faces triangulares, obtém-se um antipiramoide. Finalmente, se os dois poligonos nao tiverem o
mesmo numero de faces, obtém-se um antiprismoide (Sa, 1982).

Fig. 2.41. Antiprismas: a) antiprisma, b) tronco de antiprisma, c) antipiramoide, d) antiprismoide.

308



Se as faces de um antiprisma forem todas poligonos regulares, este é considerado um poliedro
semi-regular, a excecao do cubo que é um poliedro regular.

Atividade proposta:

Modele varios tipos antiprismas num ADMG3D.

Poliedros regulares

Na PARTE | ja estudamos os poliedros regulares no que concerne a representagao das suas
projecdes notaveis, isto €, aquelas que colocam em evidéncia as suas simetrias. Por essa razao
limitamo-nos agora a lista-los (figura 2.40) e a rever algumas propriedades gerais.

Fig. 2.41. Poliedros Regulares: a) tetraedro, b) hexaedro (cubo), c) octaedro, d) dodecaedro, ) icosaedro.

As faces destes poliedros sao poligonos regulares de um Unico tipo. Todos os vértices estédo
contidos numa superficie esférica. Existe também uma superficie esférica tangente a todas as
faces e uma superficie esférica passante pelos pontos médios de todas as arestas. Estas trés
superficies esféricas sdo concéntricas e tém centro em comum com o poliedro.

Atividade proposta:

Modele os poliedros regulares num ADMG3D. De seguida explore os modelos no sentido de
obter varias projecdes ortogonais incluindo as projegdes notaveis.

Teste se os poliedros regulares podem ser assemblados de modo a ocupar o espaco. Neste
exercicio pode combinar mais que um tipo de poliedro.

Poliedros semi-regulares

Um poliedro semi-regular tem por faces poligonos regulares de mais que um tipo e todos os
vértices pertencentes a uma superficie esférica. Existe também uma superficie esférica que
passa pelos pontos médios de todas as arestas. Esta classe de poliedros inclui os 13 poliedros
arquimedianos e todos os prismas e antiprismas regulares.

Os poliedros arquimedianos podem ser obtidos a partir dos cinco poliedros regulares através
de algum tipo de transformacao geométrica. Na figura 2.42 listam-se os 13 poliedros
arguimedianos. Dos treze, ha dois que nao podem ser construidos da forma classica, isto é,
utilizando operagdes que envolvam apenas a intersegao de linhas retas e circunferéncias.
Esses dois aparecem em duas formas enantiomérficas, isto €, simétricas por reflexdo segundo
um plano. Trata-se do cubo achatado (figuras 2.42.11 € 2.42.12) e do dodecaedro achatado
(figuras 2.42.m1 e 2.42.m2). Estes dois poliedros podem, no entanto, ser construidos
geometricamente a partir de intersecdes de superficies cilindricas (Mateus, 2024).
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|1) 12)

Fig. 2.42. Poliedros Semi-regulares: a) tetraedro truncado, b) octaedro truncado, c) cubo truncado, d) dodecaedro truncado,

e) icosaedro truncado, f) cuboctaedro, g) icosidodecaedro, h) rombicuboctaedro, i) cuboctaedro truncado, j) icosidodecaedro
truncado, k) rombicosidodecaedro, |1) cubo achatado, [2) cubo achatado (versdo enantiomdrfica), m1) dodecaedro achatado, m2)
dodecaedro achatado (versdo enantiomorfica).

No caso do cubo achatado, pode partir-se de um cubo circunscrito para, numa das faces,
determinar a posicdo de um vértice R, conforme se ilustra na figura 2.43. Considerem-se trés
tipos de eixo no cubo circunscrito, al, a2 e a3 (figura 2.43.a), e o comprimento L para a aresta

L L - . L2
do cubo achatado. Areta al é eixo de uma superficie cilindrica de revolucao de raio T\/—; areta

L f ~ . L . .
a2 é eixo de uma superficie cilindrica de revolugéo de raio > & finalmente, a reta a3 é eixo de

uma superficie cilindrica de revolugcéao de raio Lgﬁ (figuras 2.43.b e 2.43.c). A superficie de eixo

al interseta a superficie de eixo a2 segundo a curva [m] e interseta a superficie de eixo a3
segundo a curva [n]. O vértice R do cubo achatado é um dos pontos de intersegéo entre as
curvas [m] e [n] (figura 2.43.c). Note-se que as interse¢des entre os pares de cilindros geram
também duas curvas [m'] e [n'] (ndo notadas na figura) que se intersetam num ponto R’,
vértice do cubo achatado simétrico (enantiomorfico).

Desta configuragdo, em que o cubo circunscrito tem as arestas paralelas aos eixos
coordenados e centro na origem do referencial, e considerando L = 1 para a aresta do cubo
achatado, as coordenadas do vértice R sdo:

Xp=0.62122641055659 ...

Yr = 0.33775397381375 ...
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Zp ~1.14261350892596 ...

(@) (b) (€)

Fig. 2.43. Determinagao de um vértice R do cubo achatado: a) eixos de tipo al, a2 e a3, b) relagéo entre os raios dos cilindros de
revolugao de eixos al, a2 e a3, c) intersegao entre dois pares de cilindros e determinagéo de um vértice R do cubo achatado na
intersecéo entre as curvas [m] e [n].

A partir do momento em que o vértice R (ou R’) esta determinado, a obtencao dos restantes
vértices do cubo achatado faz-se facilmente através de rotagoes.

O caso do dodecaedro achatado é muito semelhante. Em vez de se partir de um cubo
circunscrito, parte-se de um dodecaedro circunscrito (figura 2.44).

Considerem-se trés tipos de eixo no dodecaedro circunscrito, al, a2 e a3 (figura 2.44.a),e o
comprimento L para a aresta do cubo achatado. Areta al é eixo de uma superficie cilindrica de
V5+1
V10+2v5

. L T ~ . L3
e, finalmente, a reta a3 é eixo de uma superficie cilindrica de revolucao de raio T\/— (figuras

~ : L C ~ . L
revolugdo deraio L ; areta a2 é eixo de uma superficie cilindrica de revolugéo de raio >

2.44.b e 2.44.c). A superficie de eixo al interseta a superficie de eixo a2 segundo a curva [m] e
interseta a superficie de eixo a3 segundo a curva [n]. O vértice R do dodecaedro achatado é
um dos pontos de intersegéo entre as curvas [m] e [n] (figura 2.44.c). Note-se que as
intersegdes entre os pares de cilindros geram também duas curvas [m’'] e [n'] (ndo notadas na
figura) que se intersetam num ponto R’, vértice do dodecaedro achatado simétrico
(enantiomorfico).

Desta configuragcado, em que o dodecaedro circunscrito tem duas faces horizontais, duas
arestas paralelas ao eixo coordenado y, centro na origem do referencial, e considerando L = 1
para a aresta do dodecaedro achatado, as coordenadas do vértice R sao:

Xr = 0.7836440985177 ...
Yr = 0.3309210247298 ...

Zp ~1.9809159472818 ...

A partir do momento em que o vértice R (ou R’) estd determinado, a obtengéo dos restantes
vértices do dodecaedro achatado faz-se facilmente através de rotagdes.
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a2

(a) (b) (c)

Fig. 2.44. Determinagdo de um vértice R do dodecaedro achatado: a) eixos de tipo al, a2 e a3, b) relagao entre os raios dos
cilindros de revolugéo de eixos al, a2 e a3, c) intersegao entre dois pares de cilindros e determinagédo de um vértice R do
dodecaedro achatado na intersegéo entre as curvas [m] e [n].

A modelagao dos restantes 11 poliedros arquimedianos € deixada como exercicio para o leitor.

Atividade proposta:

Modele os poliedros arquimedianos num ADMG3D. De seguida explore os modelos no
sentido de obter varias projecdes ortogonais incluindo as projegdes notaveis.

Teste se os arquimedianos semi-regulares podem ser assemblados de modo a ocupar o
espaco. Neste exercicio pode combinar mais que um tipo de poliedro. Pode ainda combina-
los com poliedros regulares.

Poliedros de Catalan

Os poliedros de Catalan sdo os duais dos poliedros arquimedianos. Uma forma de os construir
é através do método de Dorman Luke (Wikipedia contributors, 2024)). Tem-se como ponto de
partida um poliedro arquimediano e a superficie esférica [a] passante pelos pontos médios
das suas arestas. A face do poliedro dual, correspondente a um vértice V, é o poligono,
complanar com a figura do vértice V, cujos lados séo tangentes a esfera [a] nos vértices da
figura do vértice V. Neste caso, as arestas de ambos os poliedros sdo tangentes a superficie
esférica [a].

Outra forma de construir o poliedro dual de um poliedro arquimediano é como a figura
delimitada pelo conjunto de planos perpendiculares as retas que unem o centro O do poliedro
arquimediano aos seus vértices, na condigdo de todos os planos serem tangentes auma
superficie esférica [] qualquer de centro 0.

Aos poliedros que aparecem em duas versdes enantiomorficas, também correspondem
poliedros duais que também aparecem em duas versoes enantiomorficas.

Na figura 2.45 apresentam-se os 13 poliedros de Catalan.
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2)

Fig. 2.45. Poliedros de Catalan: a) tetraedro triakis (dual: tetraedro truncado), b) hexaedro tetrakis (dual: octaedro truncado),

c) octaedro triakis (dual: cubo truncado), d) icosaedro triakis (dual: dodecaedro truncado), e) dodecaedro pentakis (dual: icosaedro
truncado), f) dodecaedro rémbico (dual: cuboctaedro), g) triacontaedro rombico (dual: icosidodecaedro), h) icositetraedro
deltoidal (dual: rombicuboctaedro), i) dodecaedro disdiakis (dual: cuboctaedro truncado), j) triacontaedro disdiakis (dual:
icosidodecaedro truncado), k) hexecontaedro deltoidal (dual: rombicosidodecaedro), l1) icositetraedro pentagonal (dual: cubo
achatado), 12) Icositetraedro pentagonal - versdo enantiomérfica (dual: cubo achatado - versdo enantiomérfica), m1)
hexecontaedro pentagonal (dual: dodecaedro achatado), m2) hexecontaedro pentagonal - versdo enantiomérfica (dual:
dodecaedro achatado - versao enantiomorfica).

Atividade proposta:

Modele os poliedros de Catalan num ADMG3D. Como sugestdo, modele-os em conjunto
com os poliedros arquimedianos. De seguida, explore os modelos no sentido de obter varias
projecOes ortogonais incluindo as projegoes notaveis.

Cupulas geodésicas

Uma cupula geodésica é uma aproximacéao a superficie de uma calota esférica através de
uma mesh cujos vértices estao contidos na superficie da esfera. Nao existe um modo universal
para gerar uma cupula geodésica. Uma das formas de a gerar é partir de um poliedro. Na figura
2.46, mostram-se duas iteragdes no processo de geragdo de uma cupula geodésica a partir de
meio icosidodecaedro inscrito numa superficie semiesférica.
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Fig. 2.46. Cupula geodésica: a) meio icosidodecaedro inscrito numa superficie semiesférica, b) resultado da primeira iteragédo, c)
resultado da segunda iteragéo.

Na primeira iteragdo foram projetados os centros dos pentdgonos na superficie esférica (figura
2.46.a). De seguida, cada um dos pentdgonos foi substituido por cinco triangulos. Deste modo,
obteve-se uma triangulacido mais equilibrada. Na iteragcdo seguinte, foram projetados os
pontos médios dos lados dos tridngulos na superficie esférica (figura 2.46.b). De seguida, cada
um dos tridngulos foi substituido por quatro tridngulos menores (figura 2.46.c). Este processo
poderia continuar.

Atividade proposta:

Partindo de poliedros semi-regulares, modele varias versdes de clpulas geodésicas.

Superficies regradas

Uma superficie regrada é aquela que pode ser gerada pelo movimento de uma linha reta no
espaco. Estas podem subdividir-se em duas classes: as superficies planificaveis e as
superficies empenadas.

Superficies planificaveis

Diz-se que uma superficie é planificavel quando pode ser aplicada num plano sem introduzir
pregas ou rasgos. As superficies planificaveis tém curvatura gaussiana igual a zero em todos os
seus pontos. Numa superficie planificavel, duas geratrizes infinitamente proximas sdo sempre
complanares. Isso explica a possibilidade da planificagcéo. A geratriz g3 roda em torno da
geratriz g, até ficar contida no plano definido pelas geratrizes g, € g1. Nesse movimento a
geratriz g3 arrasta todas as geratrizes g,, tais que n > 3. Este processo é continuo e é aplicado
sucessivamente a todas as geratrizes da superficie. Numa planificacao as areas, os
comprimentos e os angulos entre as linhas da superficie ndo se alteram. Dois elementos
correspondentes entre si na planificagéo, por exemplo duas linhas, dizem-se transformados
um do outro. Todas as superficies planificaveis ttm uma aresta de retrocesso que as divide
em duas partes. Cada uma dessas partes € uma folha da superficie. Todas as geratrizes da
superficie sdo tangentes a aresta de retrocesso. Em alguns casos a aresta de retrocesso reduz-
se a um ponto préprio (caso da superficie cénica) ou imprdéprio (caso da superficie cilindrica).

Os trés tipos de superficies planificaveis sao as cénicas, as cilindricas e as tangenciais. Estas
superficies podem ser definidas de diferentes modos, de acordo com a tabela seguinte,
adaptada de lzquierdo (1996).
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Superficies planificaveis definidas por um plano mével que se apoia em uma ou
duas diretrizes (pontos, linhas e/ou superficies)

P (ponto); P (ponto impréprio); C (curva); Co (curva improépria); S (superficie)

Diretrizes | Exemplos

P«C cilindrica
PC conica
CCoo superficie de pendente constante (quando a curva imprépria corresponde a uma superficie conica

de revolugéo)

CC convoluta

CS convoluta com um nucleo

SS convoluta com dois nucleos

C tangencial (o plano movel é o plano osculador da curva)

polar (o plano movel é o plano normal a curva)

C retificante (o plano movel é o plano retificante da curva)

Superficies cénicas e cilindricas

Na PARTE | ja introduzimos as superficies cénicas (e piramidais) e cilindricas (e prismaticas) e
tratdmos a planificagédo de porgdes limitadas as superficies de cones (e piramides) e cilindros
(e prismas). Por essa razao, nao voltamos aqui a tratar dessas superficies. Vamos agora tratar
da outra classe de superficies planificaveis, as superficies tangenciais.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacao de um ADMG3D proceda a planificagao das superficies de
cones, cilindros, prismas e piramides bem como a correspondentes formas truncadas.

Superficies tangenciais

Uma superficie tangencial é o lugar geométrico das retas tangentes a uma linha espacial. Uma
superficie tangencial pode ser considerada como o limite de uma superficie facetada definida
pelo prolongamento dos lados [1, 2], [2, 3],[3, 4], [4, 5], ..., [N — 1, N], de uma linha poligonal
espacial [1,2,3,4,5, ..., N — 1, N]. A planificacdo da superficie facetada resulta das rotagdes
sucessivas em torno das suas arestas como se ilustra na figura 2.47.

Na superficie facetada ha um namero limitado de rotacdes que geram a planificagao. Na
superficie tangencial o numero de rotagdes € infinito.

Ha outras formas de gerar superficies planificaveis que, também sendo tangenciais, ndo sao
geradas explicitamente pelo conjunto das retas tangentes a uma curva espacial, embora
também gozem dessa propriedade. Trata-se das superficies de pendente constante e das
convolutas.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D proceda a modelagao de superficies
tangenciais.
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Fig. 2.47. Planificagdo de uma superficie facetada resultante do prolongamento dos lados de uma linha poligonal espacial.

Superficie de pendente constante

Uma superficie de pendente constante, relativamente a uma superficie de referéncia, € uma
superficie regrada cujas geratrizes retas tém um declive constante em relagao a superficie de
referéncia (figura 2.48).

Fig. 2.48. Superficie de pendente constante passante por uma curva espacial [m]. Em cima: vista axonométrica, em baixo: vista em
planta (projegéo horizontal) com a representagao das curvas de nivel da superficie.
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Apenas vamos considerar o caso em que a superficie de referéncia é um plano. Este tipo de
superficies de pendente constante ja foi aflorado na PARTE | a propésito da modelacéo de
terrenos através de taludes. Normalmente, é dada uma linha [m], plana ou né&o, pela qual deve
passar a superficie, um plano de referéncia T normalmente horizontal, e é especificada a
pendente relativamente ao plano de referéncia. A superficie [a] de pendente constante que
passa pela linha [m] é a envolvente das superficies conicas de revolugao de eixo perpendicular
ao plano de referéncia e com geratrizes de pendente constante em relagéo ao plano de
referéncia. Cada uma das superficies conicas, de vértice V, é concordante com a superficie [a]
ao longo de uma geratriz g, segundo a qual ambas as superficies partilham o mesmo plano
tangente definido pelas retas t, tangente a linha [m] em V, e h, tangente em T a diretrizda
superficie cénica contida em 1. Note-se que as linhas de nivel da superficie [a] sdo
perpendiculares as suas geratrizes. Em projecao horizontal, as varias linhas de nivel sao
paralelas entre si. Na projegao horizontal, a distancia entre linhas de nivel consecutivas
corresponde ao intervalo associado a pendente dada.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacado de um ADMG3D, proceda a modelacéao de superficies de
pendente constante considerando diferentes tipos de linhas pelas quais as superficies
devam passar.

Convolutas

Uma convoluta é a superficie [6] envolvente dos planos simultaneamente tangentes a duas
curvas [m] e [n] dadas (ou duas superficies ou uma curva e uma superficie). As duas curvas
podem ser planas ou ndo. No exemplo que iremos tratar (figura 2.49) consideramos que as
duas curvas, [m] e [n], sdo planas e estdo contidas, respetivamente, em planos « e # obliquos
entre si. Uma geratriz g da superficie fica definida pelos pontos T e T’, em que as duas retas,
retas t e t’, complanares, sdo tangentes as curvas [m] e [n], respetivamente.

Fig. 2.49. Convoluta definida por duas linhas [m] e [n] contidas em planos obliquos entre si.
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As duas retas t e t’ definem o plano tangente a superficie e intersetam-se num ponto I
pertencente areta i de intersegéo entre os planos a e 8

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao de convolutas sujeitas a
diferentes condicdes.

Plano tangente a uma superficie planificavel

Nas superficies planificaveis, o plano 6 tangente é Unico para cada geratriz g. Dado um ponto T
da geratriz g, e uma curva [m] da superficie passante por T, o plano fica definido pela geratriz g
e pela reta t tangente a curva [m]emT.

Planificagao

Ao contrario do que acontece com as superficies do cone e do cilindro de revolugdo, ou com as
superficies poliédricas, em geral ndo ha uma solugéo exata para a planificagdo de uma
superficie planificavel. No caso da superficie do cone obliquo e do cilindro obliquo, na PARTE I,
resolvemos a planificacao fazendo uma aproximacao a superficie de uma piramide e a
superficie de um prisma. Generalizando, a planificagdo pode resolver-se através da
aproximacgao a uma superficie poliédrica. Essa aproximacao pode ser feita através de
triangulagdes (figura 2.50). A aproximagao sera tanto melhor quantos mais tridngulos forem
utilizados.

Fig. 2.50. Planificagdo da convoluta: a) aproximagao da convoluta através de uma triangulacéo, b) aproximacao a planificagdo da
convoluta através da planificagdo da superficie triangulada.

Os triangulos [APB] e [A’P’B’] sdo congruentes; os tridngulos [PBQ] e [P’'B’Q’] séo
congruentes e assim sucessivamente. Cada triangulo tem um lado em comum com o que o
antecede e com o que lhe sucede. Normalmente esta operagao é pouco cémoda de realizar
manualmente. Por isso, é conveniente verificar se o ADMG3D que se estd a utilizar dispde de
alguma funcionalidade que permita realizar esta operagdo. Caso nao tenha, pode ser
necessario programa-la. E para o fazer é necessario ter a nogao exata das operagdes
geométricas arealizar.
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Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacao de um ADMG3D, proceda a planificagado dos varios tipos de
superficie planificavel estudados.

Superficies empenadas

Uma superficie regrada é empenada (ndo planificavel) se quaisquer duas geratrizes retas
infinitamente préximas nao se intersetam. Em geral, esta condigdo é cumprida quando a
superficie é definida por trés diretrizes quaisquer. Contudo, ha posi¢cdes especificas que as
geratrizes podem assumir que nao permitem a geragcdo de nenhuma superficie empenada ou
em que esta pode degenerar numa superficie planificavel.

A condigao para as retas g4, g2, ..., gn definirem uma superficie regrada empenada [m] é
serem simultaneamente tangentes as diretrizes (linhas e/ou superficies) [«], [B] e [v]. Isto &, a
superficie [1r] tem de ser simultaneamente concordante com as superficies diretrizes ao longo
das linhas [a], [b] e [c], respetivamente (figura 2.51). Se em vez de uma ou varias superficies
diretrizes, forem dadas linhas diretrizes, a superficie tem de as conter.

O conjunto infinito das linhas g4, g2, ..., g, designa-se por sistema de geratrizes. Se a
superficie contiver apenas um sistema de geratrizes, diz-se simplesmente regrada. Se tiver
dois sistemas de geratrizes, diz-se duplamente regrada. Quando uma superficie € duplamente
regrada, todas as geratrizes de um sistema intersetam todas as geratrizes do outro sistema.

Se as diregOes de todas as geratrizes estiverem contidas numa Unica orientagao, entao a
superficie, se estendida indefinidamente, tem uma geratriz reta no infinito. Neste caso diz-se
que é de plano diretor. Caso contrario é de cone diretor, isto é, a superficie estendida
indefinidamente tem uma diretriz curva no infinito.

Fig. 2.51. Superficie empenada concordante com trés superficies diretrizes dadas.

Dito de outra forma, uma superficie de plano diretor tem todas as geratrizes retas paralelas a
um plano com uma dada orientagédo e uma superficie de cone diretor tem todas as suas
geratrizes paralelas as de uma superficie cénica. Neste sentido, todas as superficies
empenadas sao de plano diretor ou de cone diretor. Na verdade nao ha apenas um plano
diretor. Qualquer plano paralelo a um plano diretor, também é plano diretor. O que importa é a
orientacdo. O mesmo se aplica ao cone diretor. Porém, o plano diretor ou o cone diretor podem
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nao ser declarados como elemento gerador da superficie. Na tabela seguinte propoe-se uma
organizacao da taxonomia das superficies empenadas em funcao das diretrizes que as

definem.
Superficies empenadas definidas por trés diretrizes (linhas e/ou superficies)
R (reta); C (curva); S (superficie); R (reta improépria/plano diretor); C (curva imprépria/cone
diretor)
Tipo | Diretrizes Exemplos
R=RR paraboloide hiperbélico
g R«RC conoide, helicoide axial de plano diretor
§ R-CC cilindroide
123_ R«RS conoide com nucleo
8 R«CS cilindroide com nucleo, helicoide de plano diretor com nucleo
R»SS cilindroide com dois nucleos
C=RR tetraedroide
C»CR helicoide axial de cone diretor
C«CC hiperboloide de revolugdo de uma folha
C«RS (caso geral)
C»CS helicoide de cone diretor com nucleo
CwSS (caso geral)
*E RRR hiperboloide empenado escaleno
é RRC superficie em arco enviesado
§ RCC superficie em arco enviesado
8 CCC (caso geral)
RRS superficie em arco enviesado
RCS superficie em arco enviesado
CCS (caso geral)
RSS superficie em arco enviesado
CSS (caso geral)
SSS (caso geral)

Caso geral de uma superficie empenada definida por trés curvas

Dadas trés curvas [a], [b] e [c], pode ou nédo ser possivel gerar uma superficie empenada []
por elas definida. Se for possivel, uma geratriz g da superficie, concorrente com as linhas
dadas pode ser obtida do seguinte modo. Considere-se um ponto 4 pertencente a linha [a].
Considere-se o ponto A como vértice de duas superficies conicas [a] e [], passantes pelas
linhas [c] e [b], respetivamente. A geratriz g resulta da intersegéo entre estas superficies
conicas. Deslocando o ponto 4 sobre a linha [a], obtém-se as outras geratrizes da superficie
[1r] de modo idéntico (figura 2.52).
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Fig. 2.52. Superficie empenada definida por trés curvas [a], [b] e [c].

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéo de uma superficie
empenada definida por trés diretrizes curvas.

Paraboloide hiperbélico

O paraboloide regrado, ou paraboloide hiperbélico, é a superficie [r] que fica definida dadas
duas diretrizes retas a e b enviesadas entre si e um plano diretor a. As geratrizes g séo
definidas varrendo o espagco com o plano a fazendo-o deslocar-se segundo uma diregdo nao
contida na sua orientacdo. Nas suas posigdes sucessivas, o plano a interseta as retasae b em
pontos A e B, respetivamente, que definem uma geratriz g da superficie [m].

Uma forma pratica de definir o paraboloide hiperbdlico é partir de um quadrilatero enviesado
[Po, P1, Pz, P3] (figura 253)

As direcdes das retas PoP4 e P3P, definem a orientagcdo do plano diretor a e as retas PyP3 e
P, P, sao as diretrizes da superficie. Mas o papel destas retas pode inverter-se, o que significa
que o paraboloide hiperbélico tem outra orientagao de plano diretor 8. Isto quer dizer que a
superficie pode ser formada de dois modos distintos, ora através de geratrizes g paralelas ao
plano diretor a, ora através de geratrizes j paralelas ao plano diretor . Isto &, o paraboloide
hiperbélico é uma superficie duplamente regrada.

Decorre da definicdo do paraboloide hiperbdlico, a partir do quadrilatero enviesado, que a
divisdo provocada, numa geratriz, por exemplo PyP4, pelos planos diretores com orientagéo f3,
é proporcional a divisdo provocada noutra geratriz do mesmo sistema, por exemplo P3P,.E o0
mesmo se passa em relagao as geratrizes do outro sistema. Dai que, uma forma pratica de
representar o paraboloide hiperbdlico seja através de uma rede de geratrizes, de ambos os
sistemas, conduzidas por pontos resultantes da divisao dos lados opostos do quadrilatero
enviesado em igual numero de partes. Qualquer geratriz g interseta qualquer geratriz j num
ponto P, como se demonstrara de seguida.
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Fig. 2.53. Paraboloide hiperbdlico definido por um quadrilatero enviesado [Py, P4, P,, P3].

Consideremos os pontos Py e P3, determinados por interpolagéo linear entre os pares de
pontos Py e P4, e P3 e P,, respetivamente, através de um pardmetro tentre 0 e 1.

Seja Pyq = Py + t(P1 — Py), € P35 = P3 + t(P, — P3). E agora consideremos a determinagéo
do ponto P por interpolagéo linear entre os pontos Py, e P3,, através de um pardmetro t’ entre
Oel.SejaP :P01 +t,(P32 —P01).

Agora, consideremos os pontos Py3 e P4, determinados por interpolagéo linear entre os pares
de pontos Py e P53, e P4 e P,, respetivamente, através de um parametro t' entre 0 e 1.

SejaPy3 = Py +t'(P3 — Py),e P15 = P, + t'(P, — P). E agora consideremos a determinagéo
do ponto P por interpolagéo linear entre os pontos Py3 e P, através de um parametro t entre
Oel.SejaP =P03 +t(P12 —P03).

Desenvolvendo as expressées P = Pyq + t'(P3; — Pg1) € P = Py3 + t(P13 — Py3) obtém-se o
mesmo resultado: P = Po(1 —t —t' + tt") + Py (t — tt') + P,(tt") + P3(t' — tt"). O que
demonstra o que se pretendia.

O paraboloide hiperbdlico € uma superficie de curvatura gaussiana negativa em todos os seus
pontos.

O plano 0 tangente ao paraboloide hiperbélico [r], no ponto P, fica definido pelas geratrizes g
e j, de sistemas contrarios, que se intersetam em P (figura 2.54).

Afirmar que o paraboloide hiperbdlico tem duas orientagdes de planos diretores significa dizer
que tem duas geratrizes improprias, uma de cada sistema. E as duas geratrizes impréprias tém
um ponto impréprio I, em comum, o que € outra maneira de dizer que as duas orientagdes de
planos diretores a e # tém uma diregdo i em comum. Planos cuja orientagdo contenha a
diregéo i, e ndo sejam paralelos aos planos diretores, intersetam o paraboloide hiperbélico
segundo pardbolas com eixo de diregdo i. Planos paralelos a planos tangentes em pontos
proprios P, intersetam o paraboloide hiperbdlico segundo hipérboles. Conduzindo pelo ponto
P uma reta com a diregdo i e intersetando-a com o plano secante, obtém-se um ponto O,
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centro da hipérbole. As assintotas passam pelo ponto O e sdo paralelas as geratrizes do
paraboloide hiperbdlico contidas no plano tangente.

O plano 8, ortogonal a diregéo i, tangente ao paraboloide hiperbdlico passa por duas geratrizes
que se intersetam num ponto C, o ponto de tangéncia. O ponto C é o ponto central da
superficie do paraboloide hiperbolico. Os planos bissetores dos planos diretores, que passam
pelo ponto C, sédo planos de simetria por reflexao do paraboloide hiperbdélico.

Fig. 2.54. Plano tangente ao paraboloide hiperbélico num ponto P.

Voltaremos a referir-nos ao paraboloide hiperbélico adiante quando falarmos da classe de
superficies translacionais.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacado de um ADMG3D, proceda a modelacao de paraboloides
hiperbélicos através dos dois sistemas de geratrizes retas a partir de quadrilateros
enviesados. Para cada paraboloide hiperbélico, determine o seu ponto central.

Hiperboloide regrado

O hiperboloide regrado, ou hiperboloide empenado escaleno, é a superficie [rr] que fica
definida dadas trés diretrizes retas, a, b, e ¢, enviesadas entre si, com diregcdes ndo contidas na
mesma orientacao (se as diregOes estivessem contidas na mesma orientagéo, a superficie
gerada seria um paraboloide hiperbdlico). Para definir geratrizes g da superficie, fixa-se uma
das retas, por exemplo b, como aresta de um feixe de planos. Cada plano do feixe interseta as
retas a e c em pontos 4 e C, respetivamente, que definem a geratriz g. Obviamente, a geratriz g
interseta a diretriz b num ponto P. Note-se que, passando por P areta b e areta g, estas
definem o plano 8 tangente a superficie [1r] no ponto P.

O hiperboloide empenado escaleno é uma superficie de curvatura gaussiana negativa em
todos os seus pontos.

Na figura 2.55 representa-se a porgcdo de um hiperboloide empenado escaleno delimitada por
um quadrilatero enviesado [Py, P4, P5, P3] e ilustra-se a determinagao de uma geratriz g. As
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retas a e c contém dois lados opostos do quadrilatero enviesado. A reta b é qualquer reta que
se apoie nasretas, r e s, que contém os outros dois lados. A geragao da superficie também
pode ser feita de modo idéntico a partir de trés diretrizes do outro sistema, por exemplo as
retasr, g e s. Ou seja, o hiperboloide empenado escaleno é também uma superficie
duplamente regrada. Desta construgcdo decorre que a divisdo provocada pelo feixe de planos
numa das diretrizes, por exemplo ¢, ndo é proporcional a divisdo obtida nas outras, por
exemplo em b ou em a. Porém, as razdes cruzadas que se podem obter entre quaisquer quatro
pontos de uma das diretrizes, sdo exatamente as mesmas que se podem obter para os pontos
homologos das outras do mesmo sistema. Isto significa que o hiperboloide empenado
escaleno pode ser obtido a partir do paraboloide hiperbdlico por uma transformacao projetiva.
Nesta transformacao, as retas improéprias do paraboloide hiperbdlico sao transformadas em
retas proprias e uma das secgdes conicas ndo degeneradas (que nao se reduz a linhas retas) é
transformada numa secgéao cénica contida no plano improprio. Isto é, o hiperboloide
empenado escaleno é uma superficie de cone diretor.

Fig. 2.55. Hiperboloide empenado escaleno delimitado por um quadrilatero enviesado [Py, P4, P,, P3].

Daqui resulta que, se conduzirmos, por um ponto V qualquer, retas paralelas as geratrizes do
hiperboloide empenado escaleno, obtemos, duplamente, uma superficie conica de vértice V,
ou seja, um cone diretor. Se o ponto V coincidir com o centro O do hiperboloide empenado
escaleno, o cone diretor recebe a designagao de cone assimptotico. As intersegdes planas
produzidas no hiperboloide empenado escaleno sdo semelhantes as que se podem produzir
num cone diretor por planos com a mesma orientagdo do plano secante. Estas propriedades
ficardo mais claras adiante quando nos voltarmos a referir a esta superficie a propdsito da
classe das superficies de revolugao.

O centro O do hiperboloide empenado escaleno [1T] é o ponto médio de qualquer segmento de
reta que una os dois pontos de tangéncia, T e T', de dois planos 0 e @' paralelos entre si e
tangentes a sua superficie. Para determinar o ponto O a partir das retas a, b, e c dadas, e
considerando o feixe de planos passante pela reta b, procede-se do seguinte modo.
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Conduz-se o plano, do feixe, paralelo a diretriz a. Este plano interseta a diretriz ¢ num ponto T.
Pelo ponto T passa uma geratriz a’||a contida na superficie [1]. O plano a’c é tangente a
superficie [] no ponto T. De seguida, conduz-se o plano, do feixe, paralelo a diretriz c. Este
plano interseta a diretriza num ponto T'. Pelo ponto T’ passa uma geratriz ¢'||c contida na
superficie [1r]. O plano ac’ é tangente a superficie [1r] no ponto T’. Como os dois planos sé&o
ambos tangentes a [rr] e paralelos entre si, o ponto O € o ponto médio do segmento [TT’]
(figura 2.56).

Fig. 2.56. Determinacgéo do centro 0 do hiperboloide empenado escaleno definido pelas retas a, b, e c.

Determinado o centro 0, é ainda possivel determinar os eixos da superficie, que sdo os
mesmos do cone assimptético. Definido o cone assimptético, e uma das suas diretrizes [d]
contida num plano a, os seus trés eixos, perpendiculares entre, si podem determinar-se de
acordo com um procedimento descrito por Chasles (1837, p.82). Conduz-se um plano 8
passante pelo eixo principal da diretriz [d] e perpendicular ao plano a. No plano 8 constréi-se a
linha cénica [c] cujos vértices e focos sdo, respetivamente, os focos e vértices da diretriz [d]. A
superficie cénica de vértice O e diretriz [c] interseta o plano a segundo outra linha cénica [i].
As linhas [d] e [i] intersetam-se em quatro pontos que formam um quadrilatero. O ponto de
intersegao das diagonais do quadrilatero, e os pontos de intersegéao resultantes dos
prolongamentos dos lados opostos, pertencem aos trés eixos da superficie do cone
assimptotico que sao também os eixos do hiperboloide empenado escaleno.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacdo de um ADMG3D, proceda a modelacao do hiperboloide regrado
através dos dois sistemas de geratrizes retas a partir de um quadrilatero enviesado. Note que
0 mesmo quadrilatero enviesado pode dar origem a hiperboloides diversos. Para cada um
deles, determine o seu centro.

Superficie de conoide

Uma superficie de conoide [y] fica definida por uma reta a, uma curva [m] (ou superficie
nucleo) e uma orientagéo a de planos diretores (o que equivale a dizer que tem uma diretriz
reta imprépria). O plano diretor ao deslocar-se no espaco, conservando a orientagéo, interseta
sucessivamente a reta a e a curva [m] em pontos A e M que definem geratrizes g (figura 2.57).
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Fig. 2.57. Superficie de conoide definida por uma reta a, uma curva [m] e uma orientagdo a de planos diretores.

Se a orientacao do plano diretor for ortogonal a direcao da diretriz reta, a superficie gerada é um
conoide reto.

Os helicoides de plano diretor sdo um tipo de superficie de conoide, e sdo muito comuns em
arquitetura. Um helicoide tem sempre uma hélice, em geral cilindrica, como diretriz. A hélice
cilindrica € uma curva geodésica contida numa superficie cilindrica de revolugdo. Quando a
superficie cilindrica é planificada a hélice transforma-se numa linha reta. Os parametros de
uma hélice sdo o raio (da superficie cilindrica que a contém) e o passo (distancia entre dois
pontos consecutivos da hélice pertencentes a mesma geratriz da superficie cilindrica). Pode
ainda ser ascendente no sentido direto (anti-horario) ou no sentido anti-horario. Na figura
2.58.a esta representado um helicoide reto e na figura 2.58.b esta representado um helicoide
de nucleo cilindrico.

Fig. 2.58. Helicoides de plano diretor: a) helicoide reto, b) helicoide de nucleo cilindrico.
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O helicoide reto [§] é definido por uma diretriz reta e (eixo da superficie), uma hélice cilindrica
[h] de eixo e, e uma orientagdo a de planos diretores perpendiculares ao eixo e. A medida que
o plano diretor se desloca no espaco, conservando a sua orientagéo, vai intersetando as
diretrizes e e [h] em pontos E e H, respetivamente, que definem as geratrizes g. Na figura
apenas esta representada a porgao de superficie compreendida entre as duas diretrizes.

O helicoide de nucleo cilindrico [§] é definido por um nucleo cilindrico de revolugéo [B] de eixo
e, uma hélice cilindrica [h] de eixo e, e uma orientagdo a de planos diretores perpendiculares
ao eixo e. A medida que o plano diretor se desloca no espago, conservando a sua orientagao,
vai intersetando a diretriz [h] em pontos H, e o nlcleo segundo circunferéncias [c]. A geratriz g
fica definida, em cada caso, como uma das tangentes a circunferéncia [c], passante pelo ponto
H. Nafigura apenas esta representada a porgao de superficie compreendida entre a hélice o
nucleo.

Superficies cilindricas de eixo e intersetam os helicoides segundo hélices. Claro que no caso
ilustrado na figura 2.58.b, o raio deve ser superior ao da superficie [#].

Outras superficies de conoide comuns séo as de diretriz circunferencial e as de nucleo
esférico. Nafigura 2.59, os planos das diretrizes circunferenciais sao paralelos as diretrizes
retas e perpendiculares aos planos diretores. No caso do conoide de nucleo esférico, as
geratrizes retas da superficie sdo tangentes a superficie esférica.

Fig. 2.59. Superficies de conoide: a) conoide reto de diretriz circunferencial, b) conoide de diretriz circunferencial, c) conoide reto
de nucleo esférico.

Nos casos das figura 2.59.a e 2.59.b, os planos paralelos a diretriz circunferencial intersetam o
conoide segundo elipses. Em todos os casos, apenas se representou a porcao de superficie
entre as diretrizes.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao de varios tipos de
superficies de conoide.

Superficie de cilindroide

Uma superficie de cilindroide [y] fica definida por duas curvas [m] e [n] (ou superficies nucleo)
e uma orientagao de plano diretor a (0 que equivale a dizer que tem uma diretriz reta
imprdépria). O plano diretor ao deslocar-se no espaco, conservando a orientacgéo, interseta
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sucessivamente as curvas [m] e [n] em pontos M e N que definem geratrizes g (figura 2.60). Na
figura apenas se representou a porgéao de superficie compreendida entre as duas diretrizes.

Fig. 2.60. Superficie de cilindroide definida por duas curvas [m] e [n] e uma orientagdo a de planos diretores.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagao de varios tipos de
superficies de cilindroide.

Tetraedroide

O tetraedroide [6] é uma superficie que fica definida por duas diretrizes retas a e b, enviesadas
entre si, e um cone diretor [t] de revolugdo. Na figura 2.61, as duas retas a e b sdo ortogonais
entre si e adiregcao do eixo e do cone diretor é simultaneamente ortogonal as diregdes das duas
retas que definem a orientacao a.

Fig. 2.61. Tetraedroide definido por duas retas a e b ortogonais entre si e um cone diretor [1r] de revolugéo.

Para definir geratrizes da superficie, tomam-se os pontos de uma das diretrizes retas como
vértices de superficies cdnicas que se intersetam com a outra geratriz reta. No exemplo dado
ilustra-se a determinacgao de um par de geratrizes g e g’. Toma-se um ponto A da diretriza
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como vértice de um cone diretor [r]. A superficie do cone diretor interseta o plano a segundo a
circunferéncia [c]. A circunferéncia [c] interseta a diretriz b em dois pontos B e B’ que, com o
ponto A, definem as geratrizes g e g’ da superficie [§]. Apenas se representou a porgdo de
superficie compreendida entre as diretrizes a e b. Esta superficie em particular goza da
propriedade de que planos com a orientagao a a intersetam segundo elipses. Quando esses
planos passam pelas retas a e b as elipses degeneram em segmentos de reta.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacao de um ADMG3D, proceda a modelacao de varios tipos de
tetraedroides, considerando também casos em que o eixo do cone diretor ndo é ortogonal a
orientacao definida pelas direcdes das diretrizes, e casos em que as diretrizes ndo séo
ortogonais entre si.

Superficie de arco enviesado

Superficie de arco enviesado é uma designacao genérica para designar um tipo de superficie
empenada que fica que definida por duas retas e uma curva (ou superficie nlcleo), ou poruma
reta e duas curvas (uma ou as duas curvas podem ser substituidas por superficies nicleo). No
exemplo da figura 2.62 consideramos uma superficie [] definida por uma reta a e duas curvas
[m] e [n].

Fig. 2.62. Superficie de arco enviesado definida por uma reta a e duas curvas [m] e [n].

Para determinar geratrizes da superficie utiliza-se um feixe de planos passantes pela reta a.
Cada plano a do feixe interseta as curvas [m] e [n] em pontos M e N, respetivamente. Os
pontos M e N definem a geratriz g. Note-se que todas as geratrizes também intersetam a reta
a. No entanto, na figura, apenas estd representada a porgao de superficie compreendida entre
as duas diretrizes [m] e [n]. Esta é uma superficie de cone diretor.

Note-se que ha algumas parecencgas entre este tipo de superficie e as superficies de conoide e
de cilindroide. Com efeito, se a reta a for imprépria, a superficie degenera numa superficie de
cilindroide ou de conoide.
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Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagao de varios tipos de
superficies de arco enviesado.

Plano tangente a uma superficie empenada simplesmente regrada

Enquanto que numa superficie planificavel o plano tangente é Unico ao longo de uma geratriz
reta, no caso das superficies empenadas em cada ponto T de uma geratrizreta g o plano
tangente 0 é distinto. Porém, todos os planos tangentes contém a geratriz, isto é, definem um
feixe de planos de que a geratriz é a aresta. No caso das superficies duplamente regradas, o
feixe de planos € definido pela geratriz g e por todas as geratrizes j do sistema contrario.

No caso das superficies simplesmente regradas, temos uma situacao distinta. Se
considerarmos uma curva [m] passante pelo ponto T, e a respetiva reta j tangente a curva [m]
em T, o plano tangente 0 fica definido pelas retas g e j. Considere-se o caso geralde uma
superficie empenada [8] definida por trés diretrizes curvas [a], [b] e [c]. Considere-se a geratriz
g da superficie que interseta as diretrizes [a], [b] e [c] nos pontos A, B e C, respetivamente.
Sejam asretas ty, tg e t¢ as retas tangentes as curvas [a], [b] e [c] nos pontos A4, B e C,
respetivamente. Os planos 84 = gt,, 0 = gtp e 8, = gt sdo os planos tangentes a
superficie [8] nos pontos 4, B e C, respetivamente.

Considere-se ainda um ponto T pertencente a geratriz g e distinto dos pontos A, B e C (figura
2.63).

Fig. 2.63. Plano tangente a uma superficie empenada [8], definida por trés curvas [a], [b] e [c], passante por um ponto
T pertencente a superficie.

Para determinar o plano @1 tangente a superficie no ponto T, procede-se do seguinte modo.
Como asretas t,, tg € tc se confundem com as linhas [a], [b] e [c], respetivamente, na
vizinhanga dos pontos de tangencia, entdo a superficie [§] confunde-se com o hiperboloide
empenado escaleno [y] definido pelas trés tangentes. As superficies [6] e [y] sdo
concordantes (tangentes) ao longo da geratriz g. Determinar o plano tangente a superficie [§]
em T equivale a determinar o plano tangente a superficie [ylem T, o que implica a determinar
a outra geratriz j da superficie [y] que interseta a geratriz g no ponto T.
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Pela reta t¢ conduz-se um plano qualquer que intersetard as retas t, e tg em pontos J' e G’,
respetivamente, que definem uma reta g’. Se o plano passante pela reta t¢ for paralelo a reta
ty, areta g’ é paralela areta t, e o ponto J' é impréprio.

Pela reta t4 conduz-se um plano qualquer que intersetard as retas t¢ e tg em pontos J” e G”,
respetivamente, que definem uma reta g”. Se o plano passante pela reta t4 for paralelo a reta
tc, areta g” é paralela areta t; e o ponto J” é improprio.

Pela reta g’ e pelo ponto T conduz-se o plano 87 tangente as duas superficies ([6] e [¥]) no
ponto T. Este plano interseta a reta g” no ponto S”. Os pontos S” e T definem a geratriz j, da
superficie [y], concorrente com a geratriz g em T. A geratriz j interseta a reta g’ no ponto S’.

Note-se que é sempre possivel fazer concordar um paraboloide hiperbdélico com a superficie
[6] ao longo da geratriz g. Por exemplo, se intersetarmos o plano 8, com um plano w, paralelo
asretas t, e tg, determinamos uma reta t'¢ passante pelo ponto C. Neste caso, a superficie
[¥] concordante com a superficie [8] fica definida pelas retas ty, tg e t'¢, todas paralelas ao
plano w e, por isso, € um paraboloide hiperbdlico.

Se a curva [c] for substituida por uma reta t¢ imprdpria, entdo a superficie [6] é de plano diretor
e também o é a superficie [y], isto &, a superficie [y] € um paraboloide hiperbdlico.

Nestes dois casos, a determinagao do plano 87 tangente a superficie no ponto T é mais
simples e deixa-se como exercicio para o leitor.

Atividade proposta:

Para cada um dos tipos de superficies empenadas definidos, conduza um plano tangente por
um ponto pertencente a superficie.

Superficies de revolugao

Tradicionalmente, uma superficie de revolugao é caracterizada por um perfil, plano ou néo, que
roda em torno de um eixo retilineo. Isto é o que se pode designar por revolugao circular. Porém
vamos considerar outro tipo de superficies que também vamos designar de revolugcdo embora
nao sejam de revolugédo circular. Estas superficies pedem emprestada a designacéao revolugéo
porque, de algum modo esta subjacente uma ideia de rotacéao.

Revolugéo circular

Uma superficie de revolugéo circular [a] é a que fica definida pela rotagdo de uma curva [c] em
torno de uma reta e que recebe a designhacgéo de eixo (figura 2.64.a). Todos os pontos da curva
[c] descrevem circunferéncias contidas em planos perpendiculares ao eixo. Estas, recebem a
designacgao de paralelos. Planos passantes pelo eixo intersetam a superficie segundo curvas
designadas meridianos. Os meridianos e os paralelos formam uma rede de linhas ortogonais
na superficie. Se a superficie admitir planos tangentes perpendiculares ao eixo, pode
acontecer uma de duas situagodes: i) os planos sao tangentes em pontos que se designam
polos (P e P’ na figura) ou, ii) os planos sao tangentes ao longo de paralelos que se designam
circulos polares ([p] na figura). Se um paralelo é o menor na sua vizinhanga, e ha paralelos
para os dois lados do plano daquele, entédo o paralelo designa-se por circulo de gola ([g] na
figura). Se um paralelo é o maior na sua vizinhancga, e ha paralelos para os dois lados do plano
daquele, entdo o paralelo designa-se por equador ([e] e [e’] na figura).
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Fig. 2.64. Superficie de revolugéo definida pela curva [c] e pelo eixo e: a) elementos notaveis, b) plano tangente conduzido por um
ponto T da superficie.

O plano 0 tangente a superficie [a], num ponto T, fica definido pelas retas n e g tangentes ao
paralelo [n] e ao meridiano [m] passantes pelo ponto, respetivamente. Note-se que areta g
interseta o eixo e num ponto V. O ponto V € o vértice de uma superficie cénica de revolugao de
eixo e concordante com a superficie de revolugéao [a] (figura 2.64.b). Ao longo de um paralelo é
sempre possivel fazer concordar outra superficie de revolugdo com a superficie [a] desde que
partilhem a mesma superficie cénica concordante ao logo do paralelo.

Na PARTE | ja nos referimos as superficies cénicas e cilindricas de revolugéo e a superficie
esférica. Para além destas, ha algumas superficies de revolugao circular notaveis que vamos
passar a descrever de seguida.

Superficie térica

Uma superficie térica [€] fica definida pela rotagdo de uma circunferéncia [c] em torno de um
eixo e complanar que, em geral, ndo a interseta. Também pode ser entendida como a superficie
envolvente de uma familia de esferas de raio constante com os centros pertencentes a uma
circunferéncia [d] (figura 2.65). As superficies esféricas sdo concordantes com a superficie
térica. A superficie térica tem um equador [e] e um circulo de gola [g] complanares, e dois
circulos polares [p] e [p] (na figura apenas o primeiro € visivel). Os centros dos meridianos
pertencem a circunferéncia [d]. A circunferéncia [d] tem raio igual ao raio dos circulos polares.
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Fig. 2.65. Superficie torica: a) definigao, b) plano bitangente e respetivas circunferéncias.

Cada uma destas superficies esféricas é concordante com a superficie térica ao longo de um
meridiano. Para além dos paralelos e dos meridianos, as superficies téricas, cujo eixo ndo as
interseta, admitem ainda duas familias de circunferéncias definidas pelos planos bitangentes,
isto &, tangentes a superficie simultaneamente em dois pontos T e T’ (na figura apenas o
primeiro é visivel). Cada plano bitangente interseta a superficie térica segundo duas
circunferéncias [v] e [V'].

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizacdo de um ADMG3D, proceda a modelacao da superficie térica.
Estude ainda as orientacoes de planos que intersetam a superficie segundo circunferéncias.

Esferoide ou elipsoide de revolucéo

Um esferoide [£], ou elipsoide de revolugao, é a superficie gerada pela rotagdo de uma elipse
em torno de um dos seus eixos. Se a rotagao for em torno do eixo maior, a superficie diz-se
esferoide alongado (figura 2.66.a); se a rotagao for em torno do eixo menor, a superficie diz-se
esferoide achatado (figura 2.66.b). A semelhanca da superficie esférica, um esferoide tem
dois polos (na figura apenas esta notado um polo) e um equador. Os meridianos de um
esferoide sao elipses.

O esferoide alongado tem dois focos. No caso do esferoide achatado, os focos da elipse
geradora definem uma circunferéncia contida no plano do equador.

Um esferoide também pode ser obtido a partir de uma superficie esférica através de uma
afinidade com plano fixo passante por uma circunferéncia maxima e diregao ortogonal a
orientacao desse plano.

As intersegdes planas do esferoide séo circunferéncias ou elipses.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao de esferoides alongados
e achatados. Para cada caso estabelega uma afinidade que transforme o esferoide numa
esfera.

333



Fig. 2.66. Esferoide: a) alongado, b) achatado.

Paraboloide de revolugéao

Um paraboloide de revolucao [m] é a superficie gerada pela rotagdo de uma pardbola em torno
do seu eixo e (figura 2.67). O paraboloide de revolugao tem um polo P e ndo tem equador nem
circulo de gola. Os meridianos do paraboloide de revolugéo séo parabolas. A superficie tem um
foco F que coincide com o foco da parabola geradora.

As intersegdes planas do paraboloide de revolugao séo circunferéncias, elipses ou parabolas.

Fig. 2.67. Paraboloide de revolugao.
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Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagao do paraboloide de
revolucdo. Estude as orientacdes de planos que produzem intersegdes circunferenciais,
elipticas e parabdlicas.

Hiperboloide de revolucéo de duas folhas

Um hiperboloide de revolugéo [a] de duas folhas fica definido pela rotagdo de uma hipérbole
em torno do seu eixo transverso e (eixo que passa pelos vértices e pelos focos da hipérbole). Os
vértices da hipérbole correspondem aos polos P e P’ do hiperboloide. Os focos F e F’ da
hipérbole sdo também os focos do hiperboloide. Na figura 2.68, para facilitar a visualizagao da
superficie, apenas se representa metade da mesma (por relagdo a um plano meridional, uma
vez que a superficie também esta limitada por dois planos perpendiculares ao eixo).

Fig. 2.68. Hiperboloide de revolugédo de duas folhas.

Os meridianos do hiperboloide sao hipérboles. As assintotas da hipérbole geradora definem,
por revolugéo, uma superficie cénica [B], designada por cone assintético. O cone assintético
tem o mesmo centro O e 0 mesmo eixo e que o hiperboloide.

As intersec¢des planas do hiperboloide de revolucéo de duas folhas, caso existam e ndo se
reduzam a um ponto (caso do plano tangente), sao circunferéncias, elipses, parabolas ou
hipérboles. A intersegao € circunferencial se o plano secante for perpendicular ao eixo; é
parabdlica se o plano secante for paralelo a uma geratriz do cone assintético (a direcdo da
geratriz é a do eixo da parabola); é hiperbdlica se o plano secante for paralelo a duas geratrizes
do cone assintdtico (as assintotas da hipérbole obtém-se pela intersegao do plano secante
com os planos tangentes ao cone assintdtico ao longo das geratrizes paralelas ao plano
secante); e é eliptica nos restantes casos.
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Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao do hiperboloide de
revolucdo de uma folha. Estude as orientagdes de planos que produzem intersegdes
circunferenciais, elipticas, parabdlicas e hiperbélicas.

Hiperboloide de revolucdo de uma folha

Um hiperboloide de revolugéo [a] de uma folha fica definido pela rotagdo de uma hipérbole em
torno do seu eixo conjugado e (eixo perpendicular ao eixo transverso). Os vértices da hipérbole
geradora, por rotagao, vdo dar origem ao circulo de gola [g] da superficie. Os focos da
hipérbole geradora, por rotacao, vao dar origem a uma circunferéncia. Tal como no hiperboloide
de revolugao de duas folhas, as assintotas da hipérbole geradora vao originar, por revolugao,
um cone assintético [B] (figura 2.69.a).

Fig. 2.69. Hiperboloide de revolugdo de uma folha: a) geragao por revolugao da hipérbole em torno do eixo conjugado, b) geragcao
por revolugdo de uma reta enviesada relativamente ao eixo.

Curiosamente, esta superficie também pode ser gerada pela rotagdo de uma reta g enviesada
em relagdo ao eixo e (figura 2.69.b). E nesse sentido, € um caso particular do hiperboloide
empenado escaleno. Sendo uma superficie de revolucéo, qualquer plano passante pelo eixo é
plano de simetria por reflexdo. Daqui se compreende facilmente que a superficie admite dois
sistemas de geratrizes retas, isto €, € duplamente regrada. Logo, um plano @ tangente a
superficie, num ponto T, fica definido pelas duas geratrizes, uma de cada sistema, que se
intersetam no ponto T. Por uma questao de clareza da representacéo, o cone assintoético
apenas esta representado na figura 2.69.a, e apenas se representa metade da mesma (por
relagdo a um plano meridional, uma vez que a superficie também esta limitada por dois planos
perpendiculares ao eixo).
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Qualquer plano interseta a superficie de um hiperboloide de revolugao de uma folha. Se a
intersecao nao degenerar em duas retas (caso em que o plano é tangente a superficie, tendo
como situagéo limite o caso em que o plano é tangente ao cone assintoético e a intersegao
produzida no hiperboloide degenera em duas retas paralelas entre si), € uma linha cénica. Sera
uma circunferéncia se o plano for perpendicular ao eixo; uma parabola se o plano for paralelo a
uma geratriz do cone assintdtico (a diregdo da geratriz € a do eixo da parabola); uma hipérbole
se o plano for paralelo a duas geratrizes do cone assintético (as assintotas da hipérbole obtém-
se pela intersecao do plano secante com os planos tangentes ao cone assintotico ao longo das
geratrizes paralelas ao plano secante); e elipse nos restantes casos.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagcdo de um ADMG3D, proceda a modelacao do hiperboloide de
revolucdo de duas folhas. Estude as orientacdes de planos que produzem intersecdes
circunferenciais, elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.

Revolugao eliptica

Considere-se uma superficie de revolugao circular [rr] e um plano ¢ passante pelo eixo e de
revolugdo. Considere-se uma afinidade cuja diregéo € ortogonal a orientagao do plano ¢@. A
superficie [1t'], transformada da superficie [r] por meio da afinidade referida, € uma superficie
de revolucao eliptica. Aos paralelos circunferenciais da superficie [r], correspondem agora
paralelos elipticos da superficie [r']. Numa superficie de revolugéo eliptica os meridianos ja
nao sao todos ortogonais aos paralelos. A partir de uma superficie de revolugéo circular é
possivel obter uma infinidade de superficies de revolugéo eliptica. O eixo e de uma superficie
de revolucao eliptica passa pelos centros de todos os paralelos elipticos. Por transformacgao
afim, nas condicoes descritas, obtém-se o elipsoide a partir do esferoide, o paraboloide
eliptico a partir do paraboloide de revolugéao, o hiperboloide eliptico de duas folhas a partir do
hiperboloide de revolugao de duas folhas, e o hiperboloide empenado escaleno a partir do
hiperboloide de revolugdo de uma folha.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagcdo de um ADMG3D, proceda a obtencao de superficies de
revolucao eliptica a partir de superficies de revolugao circular.

Pseudo revolucéo

Podemos considerar esta classe de superficies de dois modos distintos.

No primeiro modo temos um “eixo de revolugao” reto e, um perfil [s] e uma curva [r], contida
plano perpendicular ao eixo e, concorrente com o perfil [s] num ponto I. Considere-se ainda a
projecao ortogonal, E, do ponto I no eixo e. A medida que a linha [s] roda em torno no eixo e,
todos os seus pontos P vao sendo afetados de uma transformacgéao de escala de centro C,
pertencente ao eixo e, e diregdo ortogonal ao eixo. O fator de escala é determinado pelo racio

1,/ E - . N
2 em que Iy corresponde a uma rotag&o do ponto I em torno no eixo e, e Ipr corresponde
IRE R

intersecdo da semirreta EI, com a curva [r] (figura 2.70). Deste modo, apds uma dada rotagéo
dalinha [s], a linha [s]g d& origem a linha [s]g’. Se a linha [s] for uma BSpline, a aplicacdo da
escala aos pontos de controlo da linha [s] dé origem aos pontos de controlo da linha [s]g’.
Considerando uma revolugado completa obtém-se a superficie [m].
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Fig. 2.70. Superficie de pseudo revolugéo [m] gerada por um “eixo de revolugdo” e, um perfil [s] e uma curva [r].

A outra forma de considerarmos uma superficie que, na sua geragao, remete para a ideia de
revolucao, é a seguinte. Seja dada uma curva [e] que serve como “eixo de revolugcdo” e uma
curva perfil [s]. Seja P um ponto da curva [s] e seja a o plano normal a curva [e] passante pelo
ponto P. O plano a interseta a curva [e] num ponto C, centro de uma circunferéncia [c], de raio

PC, contida no plano a. A superficie de pseudo revolugdo [rr] gerada é o lugar geométrico de
todas as circunferéncias [c] (figura 2.71).

Fig. 2.71. Superficie de pseudo revolugéo gerada por um “eixo de revolugdo” [e] e um perfil [s].

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao de superficies de
pseudo revolugao.
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Superficies translacionais

Uma superficie translacional fica definida pelo movimento de uma curva [g] mantendo uma
dada relagdo com uma curva [d] fixa. As curvas podem ser planas ou ndo e podem intersetar-
se ou ndo. A curva mével [g] pode conservar a diregdo em todos os seus pontos ou pode
ajustar-se a curva [d] de acordo com uma determinada regra.

Uma superficie tubular [§] pode ser considerada como uma superficie translacional gerada
pela deslocagéo de uma circunferéncia [c] cujo centro O pertence sempre a uma curva [e] e
cujo plano é sempre normal a cuva [e] (figura 2.72). Com efeito, esta superficie também pode
ser considerada como de pseudo revolucdo, no sentido que demos a esta definicdo
anteriormente.

Fig. 2.72. Superficie tubular.

Outro exemplo sao as superficies geradas por extrusao de uma curva ao longo de uma reta. Na
figura ilustram-se a superficie cilindrica de diretriz eliptica [e] (figura 2.73.a), a superficie
cilindrica de diretriz parabdlica [p] (figura 2.73.b) e a superficie cilindrica de diretriz hiperbélica
[h] (figura 2.73.c).

a) b)

Fig. 2.73. Superficies cilindricas como superficies translacionais: a) gerada pela extrusdo de uma elipse, b) gerada pela extrusédo de
uma parabola, c) gerada pela extrusdo de uma hipérbole.
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Na extrusdo, as curvas mantém a orientagao e a diregdo em todos os seus pontos.

O paraboloide hiperbdlico [a] (figura 2.73.a) e o paraboloide eliptico [#] (2.73.b) podem ser
gerados como superficies translacionais fazendo deslocar uma pardbola [p] apoiada noutra
pardbola [q]. No exemplo, os planos das duas parabolas sdo perpendiculares entre si. A
pardbola mével, por exemplo [q], conserva a orientagdo e a diregdo em todos os seus pontos.
O ponto de intersecgao I entre as duas parabolas, considerado sobre a parabola moével, é
sempre 0 mesmo.

Fig. 2.74. Superficies translacionais: a) paraboloide hiperbdlico, b) paraboloide eliptico.

Se as duas parabolas tiverem a concavidade voltada para lados opostos, a superficie gerada é o
paraboloide hiperbélico; se tiverem a concavidade voltada para o mesmo lado, a superficie
gerada é o paraboloide eliptico. No caso do paraboloide eliptico, se as duas parabolas forem
iguais, a superficie € um paraboloide de revolucao.

Atividade proposta:

Tirando partido da utilizagdo de um ADMG3D, proceda a modelagéao de superficies
translacionais.

Quaéadricas

Do ponto de vista da geometria projetiva, as quadricas sdo o lugar geométrico dos pontos de
intersecao dos elementos homadlogos de duas estelas correlativas, uma de retas e outra de
planos. Na figura 2.74 ilustra-se a obtencgao de uma superficie esférica [a] obtida deste modo.

Areferéncia a este modo de gerar as quadricas ndo se faz pela aplicabilidade pratica mas sim
pelo caracter unificador da definigdo. A estela de retas p fica definida pelo seu centro C e pelos
pontos Q de um plano qualquer (na figura consideraram-se pontos dispostos numa grelha
contida no plano xy). A estela de planos fica definida pelo seu centro D e por planos
perpendiculares as retas p da estela de retas. A cada reta p corresponde um, e apenas um,
plano a. U ponto P da superficie esférica fica definido pela intersegcdo de uma reta p e do plano
a correspondente (ndo representado na figura). Os pontos € e D também pertencem a
superficie da esfera assim gerada. Este é um caso particular de estelas correlativas. De um

340




modo mais geral, duas estelas sdo correlativas se as duplas razdes que se puderem formar
com quaisquer quatro retas (semirretas) complanares da estela de retas forem as mesmas que
se podem formar com os quatro planos correspondentes da estela de planos.

Fig. 2.75. Superficie esférica resultante da intersecéo de duas estelas correlativas.

As superficies quadricas sdo casos particulares das classes que estivemos a analisar até
agora. Trata-se de superficies que podem ser definidas por equacoes de segundo grau e
correspondem a generalizagao da nogao de linha cénica. As quadricas sdo as seguintes
superficies: elipsoide (de que os esferoides e a superficie esférica sdo casos particulares),
paraboloide eliptico (de que o paraboloide de revolucao é um caso particular), paraboloide
hiperbélico, hiperboloide de duas folhas (de que o paraboloide de revolugéo de duas folhas é
um caso particular), hiperboloide empenado escaleno (de que o hiperboloide de revolucao de
uma folha é um caso particular), superficie cénica eliptica (de que a superficie conica de
revolugao é um caso particular), superficie cilindrica eliptica (de que a superficie cilindrica de
revolucao é um caso particular), a superficie cilindrica parabdlica e a superficie cilindrica
hiperbélica. A transformacéao afim de uma quadrica resulta sempre numa quéadrica do mesmo
tipo. A transformacgéo projetiva de uma quadrica pode resultar numa quadrica de tipo diferente.

Atividade proposta:

Proceda a uma pesquisa e produza um quadro que organize todos os tipos de quadricas.
Modele cada uma delas.

Superficies NURBS

A superficies NURBS sdo uma extenséo tridimensional da formulagéo das linhas de Bézier,
BSplines e NURBS. As ideias e conceitos abordados a respeito das linhas sdo agora
transpostos para as superficies.

Tal como uma linha de Bézier tem um poligono de controlo, uma superficie de Bézier tem uma
mesh de controlo, cujos vértices sdo o pontos de controlo da superficie. E o mesmo se aplica
a concatenacéo de superficies de Bézier e a generalizagcao da representacdo NURBS das
superficies que permite a edigdo dos pesos associados aos pontos de controlo.
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Na figura 2.76 ilustramos uma superficie de Bézier [8] em que as linhas correspondentes a
coordenada paramétrica u (entre 0 e 1) sdo do segundo grau e as linhas correspondentes a
coordenada paramétrica v (entre 0 e 1) sdo do terceiro grau.

A mesh de controlo da superficie é definida pelos pontos Cyg, C1g, ---, @ C32 dispostos
matricialmente. As poligonais [Cp9C19C20C30] € [Co2C12C22C32] definem as curvas
correspondentes as coordenadas v = 0 e v = 1, respetivamente; e as poligonais [Cy9C1Co2] €
[C39C31C33] definem as curvas correspondentes as coordenadasu =0eu =1,
respetivamente. Estas quatro curvas definem os limites da superficie [B] para os intervalos
paramétricos considerados. As poligonais [€91C11C21C31], [C10€11C12] € [C20C21C22] ndo
correspondem a nenhuma curva da superficie.

Aplicando, por exemplo, a construgao de De Casteljau as poligonais [€99C10C20C30],
[€C91€11€21C31] € [C92C12C22C3,] obtém-se pontos de controlo de curvas u da superficie. Na
figurailustra-se a determinagéo da curva de coordenada paramétricau = 2/3, que é uma
curva de grau 2. De modo analogo, podem determinar-se os pontos de controlo de qualquer
curva de coordenada v.

Fig. 2.76. Superficie de Bézier.

Generalizando, as superficies NURBS podem representar varios tipos de superficies atras
mencionados. Por exemplo, na figura 2.77 representa-se uma superficie NURBS [a] equivalente
a uma superficie translacional gerada pelo deslocamento da linha [m] apoiada na linha [n],
mantendo a diregdo em todos os seus pontos. Neste caso, a mesh de controlo € definida por
regides planas em forma de paralelogramo.
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Fig. 2.77. Superficie translacional como superficie NURBS.

Do exemplo anterior, deduz-se facilmente que o paraboloide hiperbdlico (figura 2.74.a) e o
paraboloide eliptico (figura 2.74.b) podem ser representados como superficies de Bezier de
grau 2.

Tal como as linhas NURBS de grau 2 permitem representar rigorosamente as linhas cénicas, as
superficies NURBS de grau 2 permitem representar rigorosamente as superficies quadricas
através de uma escolha adequada da mesh de controlo e da atribuicdo dos pesos adequados
aos pontos de controlo da superficie de Bézier de base. E a mesma superficie pode ser
representada de modos distintos. Na figura 2.78 vemos duas representacoes distintas do
paraboloide de revolugéo [a].

Fig. 2.78. Representacéo do paraboloide de revolugdo: a) como superficie translacional, b) como superficie de revolugao.

A esquerda, temos a sua representagao como superficie de revolugao e, a direita, a sua
representagdo como superficie translacional. Em ambos os casos apenas se destaca a porgéo

343



de paraboloide delimitada pelo plano do quadrado [ABCD], que contem a circunferéncia [c] da
superficie.

Na figura 2.78.a temos o paraboloide gerado pela rotagao da parabola [p] em torno do eixo e. A
mesh de controlo define uma espécie de piramide quadrangular truncada. Os pesos dos

pontos de controlo diagonalmente opostos sdo iguais a \/7/2 = (0.707 .... Os demais pontos de
controlo tém peso igual a 1. O paraboloide é representado por uma superficie NURBS de grau
2. Nafigura 2.78.b temos o paraboloide gerado pela translagao da parabola [m] apoiando-se
na parabola [n]. Ambas as pardbolas sdo congruentes, com eixos paralelos, e contidas em
planos perpendiculares entre si. Neste caso, a mesh de controlo define quatro regides em
forma de losangos congruentes entre si. Todos os pesos associados aos pontos de controlo séo
iguais a 1 e o paraboloide é representado por uma superficie de Bézier de grau 2.

Nao ¢é indiferente a forma como a superficie do paraboloide é representada. No caso da figura
2.78.a a circunferéncia [c] € uma linha isoparamétrica da superficie, enquanto que no caso da
2.78.bisso ja ndo acontece. Com efeito, no primeiro caso as linhas isoparamétricas sao
circunferéncias contidas em planos perpendiculares ao eixo e e parabolas contidas em planos
passantes pelo eixo e. No segundo caso, as linhas isoparamétricas sdo parabolas contidas em
planos paralelos aos das duas parabolas [m] e [n].

Na figura 2.79.b vemos uma superficie NURBS [B] gerada a partir de 4 linhas que a delimitam,
as linhas [m], [n] e [p], de grau 2, a linha [q] de grau 3 (figura 2.79.a). As linhas [m] e [n] estédo
contidas na familia u, e as linhas [p], [q] estdo contidas na familia v. Na geragéo da superficie,
as linhas de cada familia tém de ter o mesmo grau; havendo graus diferentes prevalece o maior,
uma vez que é possivel representar uma BSpline através de outra de grau superior (caso da
linha [p]). Por outro lado, sendo de grau idéntico, tém de ter o mesmo numero de pontos de
controlo; havendo diferente niumero de pontos de controlo, prevalece o numero superior, pelo
que a linha com menor nimero de pontos de controlo tem de ser subdividida de modo a ficar
com o mesmo numero de pontos de controlo (caso da linha [n]).

o,

Fig. 2.79. Superficie NURBS: a) linhas limite, b) superficie gerada a partir das linhas limite.

344



Deste modo é possivel ter os pontos de controlo da superficie dispostos matricialmente como
se referiu anteriormente. Neste caso, todos os pontos de controlo da superficie tém peso igual

a1, mas poderiam ser adotados pesos diferentes.

A implementacao deste tipo de superficie pode variar ligeiramente em fungédo do ADMG3D

utilizado.

Atividade proposta:
Proceda a modelagao sistematica das varias superficies NURBS e analise-as quanto grau

das mesmas.
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Solidos

Ja referimos anteriormente que consideramos um sélido como um volume finito delimitado por
uma ou varias superficies. Esta definigao vai ao encontro do modo como este tipo de entidades
é utilizada em areas como a arquitetura, o design e as engenharias. As operagdes que se
realizam sobre sélidos implicam, em geral, operagdes realizadas sobre as suas superficies.
Assim, todo o estudo feito anteriormente relativo as superficies encontra aplicacao ébvia e
direta quando tratamos de soélidos, o que ficara ainda mais evidente na préxima seccgao a
pretexto das operagdes geométricas.
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Operacoes geométricas

Esta secgdo deve ser encarada como um desenvolvimento da secgdo homologa da PARTE |
deste texto.

Subdivisao de superficies

Uma superficie pode ser subdividida através de outras superficies que a intersetam ou através
de linhas que nela estao contidas, o que é equivalente, uma vez que uma superficie que possa
ser subdividida por outra, também o € pela linha de intersegao entre ambas. Assim, a condigéo
que deve ser cumprida para que possa existir uma subdivisdo é que as linhas contidas na
superficie, no seu conjunto, permitam definir regides na superficie. No exemplo da figura 2.80,
a superficie [a@] pode ser subdivida por algumas das linhas ou conjuntos de linhas.

Fig. 2.80. Subdivisdo de uma superficie através de linhas nela contidas.

Atividade proposta:

Quais das linhas, ou conjuntos de linhas, podem subdividir a superficie [a]?

Outra forma de subdividir uma superficie, definida parametricamente, é estabelecendo um
subdominio no dominio da superficie. Suponhamos que a superficie [a] estd parametrizada,
emu e, entre 0 e 1. Por exemplo, se considerarmos um subdominiode u entre 0.2 e 0.4, e
um subdominio de v entre 0.5 e 0.9, a estes corresponde uma porgao [a'] da superficie [a],
conforme se mostra na figura 2.81.

Fig. 2.81. Subdivisdo de uma superficie através da definicdo de um subdominio em uv da mesma.
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Atividade proposta:

Analise o caso relativo a figura 2.78. discuta o impacto da forma como a superficie é
parametrizadas na subdivisao por subdominio paramétrico.

Concordéancias

Ja nos referimos a diferentes tipos de continuidade entre superficies. As concordancias entre
superficies estendem o conceito de tangéncia. Definimos que duas superficies sao
concordantes se, ao longo da linha comum, partilharem os mesmos planos tangentes. Quando
apenas nos ocupamos deste tipo de relacao estamos a considerar uma continuidade G1. Com
efeito, ja operamos com este conceito quando definimos superficies com nucleo. O que vamos
fazer agora é exemplificar a concordancia entre superficies com alguns casos que, sendo
particulares, podem ser generalizados para as superficies da classe considerada.

Concordéancia entre um hiperboloide de revolugao de duas folhas e um
paraboloide de revolugao

A concordancia entre duas superficies de revolugdo com o mesmo eixo, caso exista, é sempre
um paralelo, isto €, € sempre uma circunferéncia contida num plano perpendicular ao eixo.
Quaisquer duas superficies de revolugao [a] e [B] concordantes ao longo de um paralelo [p]
admitem uma superficie cénica de revolugéo [r] (ou cilindrica de revolugéo) concordante com
ambas ao longo desse paralelo, e também uma superficie esférica com elas concordante. Com
efeito, a determinagéo da superficie [rr] costuma ser um passo intermédio na resolugéo da
concordéancia entre duas superficies. No exemplo da figura 2.82 € dado um hiperboloide de
revolugéo de duas folhas [a] de eixo vertical e e um paralelo [p] nele contido. Pretende-se
representar o paraboloide de revolugao [1r] concordante com o hiperboloide [a] ao longo de

[p].

Fig. 2.82. Concordancia entre um hiperboloide de revolugao de duas folhas e um paraboloide de revolugédo: a) em projegéo frontal,
b) modelo tridimensional.
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Note-se que, embora tratando-se de um problema espacial, a sua resolugédo € muito simples
recorrendo as projecdes. Por essa razao, esse € o método aqui utilizado. Depois, a partir da
representagcao em projecao é relativamente simples e direto produzir um modelo
tridimensional. Ou, pondo as coisas de outro modo, a projegao frontal do conjunto equivale a
uma construcéao a executar no plano frontal passante pelo eixo do hiperboloide e pode, por
isso, estar integrada no processo de modelag&o. Vemos assim que a modelacéo tridimensional
néo é independente da representacao através de projecoes.

Na figura 2.82.a, o hiperboloide [a] é definido através de uma projegéo ortogonal num plano
paralelo ao eixo e. Sdo dadas as assimptotas a e b da hipérbole de contorno e os seus focos F’
e F”. E dada ainda a projec&o do paralelo [p] que se reduz a um segmento de reta. Pelo ponto P
conduziu-se areta g tangente a hipérbole de contorno do hiperboloide, e geratrizde uma
superficie conica concordante com o hiperboloide. O ponto C, de intersegcéo entrearetag e o
eixo e, é o vértice da superficie conica concordante. O vértice V do paraboloide (e da sua
parébola de contorno) pretendido é o ponto médio do segmento [IC], em que I é o ponto de
intersecdo do eixo e com o plano do paralelo [p] (porqué?). A reta g devera ser
simultaneamente tangente a hipérbole de contorno do hiperboloide e a parabola de contorno
do paraboloide. Assim, o foco F do paraboloide (e da sua parabola de contorno) pode ser
determinado fazendo FP simétrica da reta ||e por reflexdo segundo a reta g (porqué?).
Determinados os pontos F e V, a representacao do paraboloide é imediata. Resolvido o
problema, a modelacdo tridimensional da solugdo néo oferece dificuldades (figura 2.82.b).
Note-se que apenas consideramos uma porgao limitada das superficies [a] e [B].

Atividade proposta:

Responda as questdes levantadas no texto?

Estenda o estudo a outros pares de superficies de revolucgéo.

Concordéncia entre o hiperboloide regrado e o paraboloide regrado

Anteriormente vimos que qualquer superficie simplesmente regrada admite, ao longo de uma
geratriz reta g, uma infinidade de hiperboloides regrados concordantes. Definido um desses
hiperboloides, vimos ainda como determinar um plano tangente a superficie simplesmente
regrada num ponto T qualquer da geratriz g (ver figura 2.63). Agora a questéo é, dado um
hiperboloide regrado, como definir um paraboloide regrado (paraboloide hiperbdlico)
concordante com o hiperboloide regrado. E ébvio que, resolvendo esta questao, se estd a
resolver também a questédo da concordancia entre um paraboloide hiperbdlico e uma
superficie simplesmente regrada (porqué?).

Assim, seja definido o hiperboloide regrado [a] através de trés retas a, b e ¢ enviesadas entre si
e com diregdes ndo contidas todas na mesma orientagdo. Considere-se ainda a geratriz g do
hiperboloide, ao longo da qual o paraboloide hiperbélico [B] ha de ser concordante com o
hiperboloide (figura 2.83). A geratriz g interseta as geratrizes a, b, e c nos pontos 4, Be C,
respetivamente. Os planos 84 = ga, O = gb e 8, = gc tangentes ao hiperboloide nos pontos
A, B e C, respetivamente, também serdo tangentes ao paraboloide hiperbélico.
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Fig. 2.83. Concordancia entre um hiperboloide regrado e um paraboloide hiperbélico.

Como se sabe, o paraboloide hiperbdlico é uma superficie de plano diretor, isto é, todas as
suas geratrizes, de um mesmo sistema, tém as suas dire¢gdes contidas numa unica orientagao.
Assim, um paraboloide hiperbélico [B] fica definido do seguinte modo. Escolha-se uma
orientacao de planos i qualquer. Conduzam-se, pelos pontos A, B e C, respetivamente, 0s
planos 1ty, Tp € o com orientagao . O paraboloide hiperbdlico fica definido pelas retas j4, jp
e jc resultantes da intersegao daqueles planos com os planos tangentes. Daqui resulta
evidente que ha uma infinidade de solucdes para a questao.

Atividade proposta:
Responda as questdes levantadas no texto?

Para cada uma das superficies simplesmente regradas estudadas, estude a forma de
conduzir um paraboloide hiperbdlico concordante ao longo de uma geratriz.

Geracao de uma superficie por concordancia com outra

Os casos das superficies regradas com nucleo sdo um exemplo daquilo a que nos referimos
neste ponto. O exemplo que vamos dar é o seguinte. Considere-se uma superficie cénica de
revolugdo [a] de eixo vertical e, e a intersegéo [i] nela produzida por um plano paralelo ao eixo.
Sabe-se, neste caso, que [i] € uma hipérbole (porqué?). Queremos agora definir uma superficie
[B] regrada concordante com a superficie [a], com plano diretor perpendicular ao eixo e.
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Fig. 2.84. Concordancia entre uma superficie conica de revolugao e uma superficie regrada de plano diretor.

A superficie [B] regrada é o lugar geométrico das varias retas tangentes aos paralelos da
superficie [a] passantes pelos pontos onde estes intersetam a linha [i]. Trata-se de uma
superficie de cilindroide. Um facto curioso acerca desta superficie é ter uma linha [s] de auto
intersecao parabdlica (na figura, apenas se representou a porgao de superficie compreendida
entre a linha [i] e a linha [s] considerando apenas uma das folhas da superficie cénica).

Normalmente, os ADMG3D dispdem de funcionalidades que permitem gerir algumas opcoes
acerca questao da concordancia entre superficies. Mas muitas vezes esse processo néo é
imediato.

Atividade proposta:

Idealize e modele outras situagdes em que uma superficie pode ser gerada por concordancia
com outra ao longo de uma linha nela contida.

Intersecdes e operacdes booleanas

Na PARTE | tratdmos deste topico no contexto da representagéao através de projecoes. Por essa
razdo reduzimos o estudo a alguns exemplos simples e dividimos o foco entre a natureza dos
resultados obtidos com as operagdes e entre os métodos de construgao das projecoes. Nesta
PARTE Il, o foco coloca-se sobretudo na natureza dos resultados obtidos.

Quando utilizamos um ADMG3D para o calculo grafico de intersegdes entre superficies e/ou
solidos, em geral, ndo devemos esperar representagcdes matematicamente exatas.
Normalmente estas aplicagdes resolvem as intersegcdes com elevadissima precisdo mas
sempre de forma aproximada. Por exemplo, se intersetarmos duas superficies algébricas de
grau 2 devemos esperar como resultado um curva de grau 4. Porém, na generalidade dos
ADMGS3D, em particular naqueles que implementam a representagcdo NURBS, o resultado
dessa intersecao é produzido através de uma aproximagdo com uma curva de grau 3. Até
mesmo a intersegao produzida numa superficie conica pode vir representada através de uma

351



curva de grau 3, o que, em geral, ndo € matematicamente correto (na verdade é possivel
representar parametricamente uma curva de grau 2 através de uma curva de grau 3, mas ndo é
isso que ocorre em geral na pratica num ADMG3D), embora possa ser uma aproximagao
altamente precisa. Se, para efeitos praticos, estas curvas possam ser utilizadas diretamente
sem grandes questionamentos, pensamos que a compreensao da natureza das operagodes
realizadas sobre as entidades geométricas é benéfica para aumentar a proficiéncia na
utilizagdo dos ADMG3D.

Assim, sob este ponto de vista, vamos ocupar-nos de alguns casos que ilustram o que
acabamos de afirmar.

Intersecoes planas em superficies quadricas

As superficies quadricas sao representadas por equacgoes algébricas de grau 2. Por essa razao,
a intersecao entre um plano e uma quadrica é, em geral, uma linha cénica. Acima ja foram
indicados, para cada uma das quadricas, o tipo de intersecao plana que pode ocorrer. Neste
ponto vamos dar dois exemplos.

Intersegéo ciclica no elipsoide

Uma intersecao plana numa quadrica diz-se ciclica se o resultado for uma circunferéncia. As
intersecoes ciclicas numa quadrica de revolucao séo produzidas por planos perpendiculares
ao eixo. No caso das quadricas de revolucao eliptica, ha duas orientagdes de planos que
produzem intersegoes ciclicas. Essas orientagdes sdo simétricas, por reflexdo, em relagéo a
planos perpendiculares ao eixo. E sdo ortogonais a um dos planos de simetria (por reflexdo) da
superficie, passante pelo seu eixo. Vejamos o caso do elipsoide [a], de centro 0, definido pelos
seus trés eixos principais [AB], [CD] e [EF], representado na figura 2.85 através de duas
projecdes ortogonais.

A existéncia de intersecoes ciclicas no elipsoide é facilmente compreendida pelo facto de este
poder ser gerado por transformacao afim (e também projetiva) da esfera. As intersecoes planas
da superficie esférica dao sempre lugar a circunferéncias. Estas, por transformacgéao afim, em
geral dao lugar a elipses. No exemplo dado, face a relagao entre as dimensoes relativas dos
eixos do elipsoide, as duas orientagdes ciclicas procuradas, 8’ e @', sdo projetantes em
relagdo a projecao 1, e tém inclinagdo compreendida entre a vertical (dada por E{F4) e a
horizontal (dada por €1 D). Para determinar essas orientagdes, procede-se do seguinte modo.
Considera-se uma superficie esférica [B] qualquer, com centro R pertencente ao eixo [EF], e
com o contorno tangente ao contorno no elipsoide por relagcéo a projecao 2. Note-se que os
pontos F’ e F” sdo os focos do contorno da projegdo 2 do elipsoide. Os contornos da projecéo
1 da superficie esférica e do elipsoide intersetam-se nos pontos G1, H{, I e J,. Asretas GH e
IJ, em conjunto com a diregéo projetante 1, definem as orientagdes 8’ e "'.
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Fig. 2.85. Intersegdes ciclicas no elipsoide.

Atividade proposta:

Estude a questao das intersecgdes ciclicas para as demais quadricas de revolugéo eliptica.

Intersegao parabdlica no hiperboloide regrado

O hiperboloide regrado, também designado por hiperboloide empenado escaleno ou
hiperboloide de revolugao elitica de uma folha, admite como intersecdo plana os varios tipos
de cdnicas. Sendo uma superficie duplamente regrada, se um plano contém uma geratriz reta
da superficie, é obrigatoriamente tangente a superficie. E o ponto de tangéncia é aquele em que
essa geratriz interseta a outra, de sistema contrario, contida no plano. Esse ponto de intersecéao
pode ser préprio ou improprio. No caso de ser impréprio, as duas geratrizes séo paralelas entre
si e o plano é tangente a superficie conica assimptdtica. Qualquer plano com esta orientagéo, e
nao tangente a superficie conica assimptética, interseta o hiperboloide regrado segundo uma
parabola.

Seja dado um hiperboloide regrado [a] através do seu eixo e vertical, da elipse de gola [g]
(analoga ao circulo de gola) de centro 0, e de uma geratriz g (figura 2.86). Note que se o eixo e
for vertical, as projecdes horizontais das geratrizes sao tangentes a projecao horizontal da
elipse de gola (ou do circulo de gola no caso do hiperboloide de revolugao de uma folha).

Comegamos por determinar o trago horizontal do hiperboloide. Trata-se da elipse [h]
homotética da elipse [g], passando aquela pelo trago horizontal da geratriz g (ponto nédo
notado no desenho). De seguida determinamos o trago horizontal [h'] da superficie cénica
assimptética. E também uma elipse homotética das elipses [h] e [g], e passa pelo trago
horizontal dareta g’ || g. Para que a intersegéo seja parabdlica, o plano secante 0 deve ser
paralelo a um plano @’ tangente & superficie conica assimptotica. Assim, conduziu-se um
plano @' tangente nas condicbes descritas e um plano secante 8 qualquer paralelo ao plano
tangente. O plano 8’ ficou definido pelo seu trago horizontal, hy € pela geratriz j’; o plano 8
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ficou definido pelo seu trago horizontal, hg || hy € pelaretaj |l j'. O plano 0 interseta curva [h]
nos pontos 4 e B pertencentes a intersegdo parabdlica [p]. A reta j interseta o hiperboloide no
ponto P também pertencente a parabola [p]. Para determinar o ponto P considerou-se um
plano m auxiliar passante pela reta j. Esse plano interseta o hiperboloide segundo a hipérbole
[i]. O ponto P resulta da intersegao da curva [i] com areta j. Como a reta j contém M, ponto
médio do segmento [AB], e como uma parabola é uma curva de Bézier de grau 2, o ponto de
controlo € da curva [p] dista do ponto P o mesmo que este dista do ponto M. Uma vez
determinados os pontos 4, B e C, a curva parabédlica [p] fica automaticamente determinada.

s
/
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Fig. 2.86. Intersegao parabdlica no hiperboloide regrado.

Atividade proposta:

Estude os outros tipos de interse¢do plana do hiperboloide regrado.

Generalize esse estudo as demais quadricas.

Intersecoes planas em superficies de revolugao

Aintersecédo plana numa superficie de revolugao pode ser aproximada pela determinacéo dos
pontos de intersecgdo do plano secante com os paralelos da superficie, contidos em planos
perpendiculares ao eixo. E claro que, utilizando um ADMGD néo determinamos a intersecéo
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ponto a ponto. Porém, ter esta nogéo pode ser importante como incremento do rigor mental
com que se opera.

Intersecoes entre superficies cénicas (incluindo as cilindricas)

Mais uma vez, na pratica, a determinagao, no sentido computacional pratico do ponto de vista
do utilizador, da intersegao entre duas superficies cénicas (ou entre quaisquer duas
superficies) definidas em posicao faz-se com um clique no ADMG3D com que se estiver a
operar. No entanto, estudar as intersegdes nao € apenas aplicar um procedimento mecanico
para determinar as linhas resultantes. Muitas vezes é necessario colocar o problema em
equacao, isto é, é necessario garantir que a intersegao é de determinado tipo. Por exemplo, a
intersegao entre as duas superficies pode resultar numa Unica linha sem auto intersegoes;
pode ser uma linha com uma ou mais auto intersecdes; ou pode ser composta por mais que
uma linha. Analisemos estes casos recorrendo a duas superficies cilindricas (figura 2.87).

a) b) c) d)

Fig. 2.87. Tipos de intersegdo: a) arrancamento, b) penetragao, c) beijamento ou penetragéo tangencial, d) penetragdo com
beijamento duplo.

No caso do arrancamento ha apenas uma linha de intersegéo; do caso da penetragdo ha uma
linha de entrada e uma linha de saida; no beijamento, ou penetragao tangencial, hd uma linha
com um ponto duplo; e no caso da penetragao com beijamento duplo ha duas linhas planas
que se intersetam em dois pontos.

Fig. 2.88. Tipos de intersegao entre duas superficies cénicas com diretrizes contidas em planos obliquos entre si: a) arrancamento,
b) penetracao, c) beijamento ou penetragao tangencial, d) penetragdo com beijamento duplo.

Ora, para garantir que a intersegao entre duas superficies cilindricas, entre duas superficies
conicas, ou entre uma superficie conica e uma cilindrica é de determinado tipo, € necessario
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um conjunto de operagdes prévias ao calculo das linhas de intersegdo. Na figura 2.88, para o
caso de duas superficies conicas, iremos exemplificar como se garante que a intersegao é de
determinado tipo.

Areta a fica definida pelos vértices das duas superficies conicas e interseta os planos, a e 8,
das diretrizes [c] e [d] nos pontos J e K, respetivamente. Os planos a e # intersetam-se
segundo areta i. Os planos 8’ = at, € 8" = at, sdo os planos tangentes a superficie conica
de diretriz [c]; os planos 8’ = atg e 8" = atgr sdo os planos tangentes a superficie conica de
diretriz [d]. As retas ty e tg7, concorrentes no ponto J, intersetam a reta i nos pontos A e B; as
retas tg e tg, concorrentes no ponto K, intersetam a reta i nos pontos € e D. Arelagao entre
os pontos A, B, C e D determina o tipo de intersegao entre as duas superficies, conforme
consta nafigura.

Atividade proposta:

Elabore esquemas semelhantes ao da figura 2.88 para o caso da intersecao entre uma
superficie conica e uma superficie cilindrica, e para o caso da intersecao entre duas
superficies cilindricas.

Elabore esquemas semelhantes ao da figura 2.88 para o caso em que as duas diretrizes sédo
complanares.

O mesmo pode ser adaptado a outros casos, incluindo superficies prismaticas e piramidais.

Atividade proposta:

Repita a atividade anterior considerando superficies piramidais e prismaticas, e a
combinacgao destas com superficies conicas ou cilindricas.

Intersecdes entre superficies de revolucdo com eixos concorrentes

Notamos acima que planos perpendiculares ao eixo de uma superficie de revolugao
intersetam-na segundo paralelos. Também vimos que, caso haja intersecao, duas superficies
de revolugao com o mesmo eixo se intersetam segundo paralelos. De onde resulta que uma
superficie esférica com centro pertencente ao eixo de uma superficie de revolugao a interseta
segundo paralelos. Assim, uma superficie esférica com centro no ponto de intersecao dos
eixos de duas superficies de revolugéo, caso as intersete, fa-lo-a segundo paralelos das
mesmas. E os pontos de intersegéo entre paralelos contidos na mesma superficie esférica
pertencem a linha comum as duas superficies de revolucao. Mais uma vez, na pratica,
utilizando um ADMG3D, néo se determinara a intersecéao entre as superficies ponto a ponto
fazendo uso desta propriedade. Mas o seu entendimento pode ser util em contexto operativo.

Atividade proposta:

Modelando a intersecéo entre duas superficies de revolugdo com eixos concorrentes, mostre
que é verdade o que foi dito.

Operacgdes booleanas

Na PARTE | deste texto ja nos referimos as operacgdes booleanas (ver figura 1.89). Neste ponto, e
através da figura 2.89, figura vamos apenas cruzar aquele tdpico com os tipos de intersegao
que vimos atras. Em cada linha temos um tipo de operagao booleana (de cima para baixo:
subtracao, unido e intersecao). Em cada coluna temos um tipo de intersecao (da esquerda para
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a direita: arrancamento, penetracio e beijamento). Neste caso omitimos a penetragdo com
beijamento duplo.

Fig. 2.89. Operagdes booleanas e tipos de intersegéo.

Atividade proposta:

Modele cada uma das situagdes ilustradas na figura 2.89. Considere os pares
cilindro/cilindro, cilindro/cone e cone/cone. Verifique se o ADMG3D que esta a utilizar
apresenta limitacoes na determinacao das linhas de intersecgéo.

Transformacgodes geomeétricas

As transformacdes euclidianas e afins e, em parte, as transformacgdes projetivas, ja foram
abordadas anteriormente na PARTE |. Foram sobretudo tratadas no plano embora com algumas

mengoes a generalizagao ao espaco. E a sua aplicagéo foi sobretudo no contexto das
projecdes.

O que pretendemos fazer nesta secgdo € estender a nogao de transformagédo geométrica ao
espaco, fazendo uma revisao das transformacgdes euclidianas, afins e projetivas, e introduzir a
nogao de transformacéo topoldgica. Fa-lo-emos de modo empirico e baseados em exemplos e
nao através de exposi¢gdes matematicas formais que pouco ou nada dizem a arquitetos,
designers e até mesmo a engenheiros.
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Isometrias

As isometrias sdo transformacgdes que preservam a distancia entre pontos. No espaco, as
isometrias incluem a translagéo (segundo uma diregdo), a rotagéo (em torno de um eixo), a
reflexdo (relativamente a um plano), e algumas combinagdes especificas destas como a
rotacao helicoidal (também designada de parafuso; nesta transformacéao, a diregao da
translagao é ortogonal a orientacdo da rotacao), a reflexao deslizante (combinagado de uma
reflexdo com uma translagao) e a reflexao rotativa (combinagao de uma reflexdo com uma
rotagcdo em que o eixo da rotagéo € ortogonal a orientagéo do plano da rotagao). Para além das
distancias entre pontos, as isometrias preservam angulos, areas e volumes. Sempre que esta
envolvida uma reflexao, as figuras transformadas ndo tém orientagées idénticas. Por exemplo,
sujeito a uma reflexao, um referencial de méo direita é transformado num referencial de mao
esquerda.

Dados dois objetos congruentes é sempre possivel combinar rotacdes, translacdes e reflexdes
de modo a considerar um objeto como transformacao do outro.

Se os dois objetos tiverem orientacdes idénticas, existe sempre uma rotacao, ou uma
translagcdo ou uma rotagéo helicoidal que transforma um objeto no outro. Se as retas que unem
pontos homdlogos forem todas paralelas entre si, a transformacéao € a translagéo; se as retas
que unem pontos homadlogos forem todas paralelas a um plano, a transformacéo é arotagao; e
nos casos restantes € a rotagao helicoidal.

A titulo de exemplo, vamos considerar a rotagdo helicoidal entre dois objetos congruentes X e
X' com orientagdes idénticas (figura 2.90).

Fig. 2.90. Rotagao helicoidal.

Para determinar os parametros da rotagao helicoidal (o eixo e, o dngulo a® de rotacéo, e o vetor
v de translagéo) pode proceder-se do seguinte modo. Considera-se uma translacéo auxiliar de
um dos objetos até dois pontos homélogos A'e A” (A” é o transformado de A por translagéo)
coincidirem. De seguida definem-se duas retas que unam dois pares de pontos homadlogos, por
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exemplo B'B” e C’'C”. As direcdes destas duas retas definem a orientagao 1 ortogonal ao eixo e
da transformacéo de rotacao helicoidal. Projetem-se ortogonalmente os objetos £ e X' num
plano com orientacao 1. O eixo e passa pelo centro 0, da rotacdo de a° que, no plano ,
transforma a projecao do objeto X na projecéo do objeto X', ou vice-versa. O comprimento do
vetor ¥ é dado pela distancia entre dois planos com orientacdo i passantes por dois pontos
homoélogos, por exemplo C e C’'. Na figura esta representada a trajetéria helicoidal descrita pelo
ponto C até ser mapeado no ponto C’.

Se os dois objetos tiverem orientagdes nao idénticas, existe sempre uma reflexdo, ou uma
reflexdo deslizante, ou uma reflexao rotativa que transforma um objeto no outro. Se as retas
que unem pontos homadlogos forem todas paralelas entre si, a transformacgéo é uma reflexao;
se as direcbes das retas que unem pontos homoélogos estiverem todas contidas na mesma
orientagéo, entao a transformagao é uma reflexado deslizante; nos restantes casos a
transformacéao € uma reflexado rotativa. Em todos os caso, o plano de simetria por reflexado
contém os pontos médios dos segmentos de reta que unem pontos homaélogos entre os dois
objetos.

Atividade proposta:

Dado um objeto, aplique-lhe uma sequéncia de isometrias e determine os objetos
transformados. Considerando os resultados do passo anterior, procure determinar qual a
isometria a que corresponde a sequéncia aplicada e que produz o mesmo efeito.

Dilacbes e semelhancas

As dilagbes e as semelhancgas ndo preservam as dimensdes mas preservam as proporgdes.
Uma dilacao é uma ampliagdo ou uma reducao operada a partir de um centro O e de um fator
superior ou inferior a 1, respetivamente. Uma semelhancga é o produto de uma isometria por
uma dilagao (Veloso, 1998).

Atividade proposta:
O que acontece no caso em que o fator da dilagdao € menor que 0? E se foriguala -1?

Dado um objeto, aplique-lhe uma sequéncia de isometrias e dilacoes. Considerando os
resultados do passo anterior, procure determinar uma semelhanga (produto de uma
isometria por uma dilagao) que produza o mesmo efeito.

Transformacdes afins

As transformacoes afins, ou simplesmente as afinidades, sdo um tipo de transformacéao
geomeétrica que, conservando o paralelismo entre as linhas, ndo preserva a distancia entre
pontos nem os angulos entre as retas. As isometrias, as dilagdes, as semelhangas, e suas
combinacgbes, sdo casos particulares de afinidades. Ao conservar o paralelismo entre as
linhas, para cada diregéo de linhas sujeita a transformacéo é preservada a razdo de
comprimentos. Nas afinidades, a um ponto impréprio corresponde sempre um ponto
improprio. A projegao paralela (homologia com afinidade), a escala numa diregéo, e o
cisalhamento sdo exemplos de afinidades. No espaco, estas transformacgdes ficam definidas
dados o plano &€ dos pontos duplos da transformacéo, a direcdo d da transformacgao, e um par
de pontos homologos A e A’. No caso do cisalhamento a direcdo da transformacéao esté
contida na orientacdo do plano dos pontos duplos; no caso da escala segundo uma diregéo, a
diregao da transformacao é ortogonal a orientagéo do plano dos pontos duplos; e na projegao
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paralela a diregdo da transformacgéo € obliqua a orientagao do plano dos pontos duplos. Na
figura 2.91 colocam-se as trés transformacdoes em paralelo aplicadas a transformacao de um
cubo [ABCDEFGH]. Por comodidade de leitura, o plano dos pontos fixos é projetante na figura.

Al

a) b)

Fig. 2.91. Exemplos de transformacdes afins: a) escala numa direcao, b) cisalhamento, c) projecéo paralela.

Note-se que, no plano, a transformacéao de cisalhamento preserva a drea e no espacgo preserva
o volume. Note-se que uma combinacéo de afinidades é ainda uma afinidade. E como as
isometrias, as dilagdes e as semelhancgas sdo casos particulares de afinidades, se a
combinacao envolver alguma destas transformacoes, o resultado também é uma afinidade.

Atividade proposta:

Tirando partido de um ADMGS3D procure aplicar estes trés tipos de afinidade a diversos
objetos. Como sugestao, considere a associagcao destes objetos a um cubo envolvente.

Transformacdes projetivas

As transformacgdes projetivas correspondem a uma classe mais geral de transformacgdes
geométricas que incluem as precedentes. Podem ser de dois tipos, as colineacbes e as
correlagdes. No primeiro caso os elementos transformados sdo do mesmo tipo, isto &, pontos
sao transformados em pontos, retas sdo transformadas em retas e planos sédo transformados
em planos. O paralelismo nao é preservado e a um ponto préprio pode corresponder um ponto
improéprio, e vice-versa. No caso das correlagdes, os elementos transformados séo de tipos
diferentes. A um ponto corresponde uma reta (no caso bidimensional) ou, a uma reta
corresponde um plano (no caso tridimensional). Ja nos referimos a correlagao a propdsito da
definicdo de uma quadrica. Nestas transformacgodes é invariante a razao cruzada (ver PARTE I).

Um exemplo de transformacgao projetiva € a homologia, como se ilustra na figura 2.92 com
uma homologia espacial. Ahomologia espacial entende-se muito facilmente a partir da
homologia plana e fica definida por um centro de projegdes O, um plano de pontos fixos €, e
um par de pontos homologos, por exemplo B e B’. Na figura vemos a transformacéo que
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mapeia um cubo [ABCDEFGH] num cuboide [A’'B’C’D’E’F’G’H’]. Na verdade, a transformagéo
mapeia o espaco sobre si proprio. Os pontos do plano a’, associado ao cuboide, correspondem
aos pontos imprdprios do espago do cubo. Sdo exemplo os pontos J1, J3 e J5 que
correspondem aos pontos impréprios das retas que contém as arestas do cubo. Os pontos
impréprios do espago do cuboide correspondem aos pontos do plano 8 no espago do cubo. A
distancia entre o ponto 0 e o plano B é igual a distancia entre o plano a’ e o plano & (ver figura
1.19 na PARTE I). Obviamente, estes planos séo paralelos entre si.

Naturalmente a combinagado de uma homologia com outra, ou com uma afinidade, € também
uma transformacgao projetiva.

Fig. 2.92. Homologia espacial.

Atividade proposta:

Tirando partido de um ADMGS3D procure aplicar estes trés tipos de afinidade a diversos
objetos com faces planas. Como sugestao, considere a associagao destes objetos a um
cubo envolvente.

Transformacodes topolégicas

As transformacdes topoldgicas sao ainda uma classe mais geral de transformagoes
geomeétricas. Se nas colineagdes a uma reta corresponde uma reta, numa transformacgéo
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projetiva, a uma reta corresponde uma curva. A nogao de vizinhanga € importante para
entender, ainda que informalmente, este tipo de transformacgéao. Se considerarmos um ponto P
pertencente a uma superficie [a] e um conjunto de pontos vizinhos contidos num disco [d],
que inclui o ponto P no seu interior, os pontos transformados dos vizinhos do ponto P, sdo os
vizinhos do ponto P’ transformado de P quando, por exemplo, a superficie [a] se transforma na
superficie [a'] (figura 2.93).

[a]

Fig. 2.93. Nogéo informal de vizinhanga.

Também se pode pensar na generalizagao topoldgica das correlagbes. Por exemplo, a uma
estela de planos pode corresponder uma estela de linhas curvas.

Aqui a nogéao de vizinhanga é mais dificil de apreender mas pode ainda ser considerada.
Diriamos que a linhas vizinhas correspondem planos vizinhos.

Do ponto de vista pratico, reconhecemos uma transformacao topoldgica quando qualquer uma
das superficies da figura 2.94 se transforma em qualquer uma das outras.

O que ha de comum em todos os casos da figura é que, de algum modo, todas as superficies
sao equivalentes a uma superficie esférica (figura 2.94.c). Podemos pensar de forma intuitiva.
Imagine-se que a superficie do cubo é de borracha. Se insuflarmos o interior com ar, a
superficie do cubo acaba por deformar-se continuamente até assumir a forma da esfera. E o
mesmo é valido para qualquer uma das superficies da figura. Por essa razéo, diz-se que todas
as superficies sao homeomaérficas, e topologicamente equivalentes e a uma esfera.

Nos exemplos da figura 2.95, as superficies ja ndo sdo equivalentes a uma superficie esférica
mas sim equivalentes a uma superficie térica com um “buraco” (figura 2.95.d). Isto é, é possivel
imaginar uma deformacgao continua entre qualquer uma das superficies e a superficie de um
toro com um buraco (figura 2.95.d).
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Fig. 2.94. Transformagéo topoldgica entre superficies equivalentes a uma superficie esférica.

d)

Fig. 2.95. Transformacéao topoldgica entre superficies equivalentes a uma superficie térica.
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Assim, é possivel distinguir topologicamente superficies consoante o nimero de “buracos” que
tém.

Atividade proposta:

Escolha objetos do quotidiano e considere as suas superficies externas (casos que encerrem
volume). Verifigue a que objeto sdo topologicamente equivalentes (esfera, toro com um
buraco, toro com dois buracos, etc.).

Analise o seu ADMG3D e identifique, das transformagdes que implementa, quais as que
sendo topoldgicas nao pertencem a nenhuma das outras classes. Como sugestao verifique
se as transformacgodes transformam retas em curvas.
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Aplicacoes

O ato de projetar consiste em criar, mentalmente, modelos das nossas ideias. Esses modelos
formais e/ou conceptuais podem ser representados de diversos modos, por exemplo através de
desenhos em papel, maquetas fisicas, desenhos em suporte digital, maquetas digitais, textos,
descrigdes orais, etc. A criagdo de modelos geométricos representativos do ato criativo
consubstancia-se através da modelacao geométrica, isto é, através de abstragcdes geométricas
com um nivel de detalhe adequado ao fendmeno a que dizem respeito. Essas abstragdes
podem ser mais ou menos precisas consoante a fase do projeto em que nos encontramos.
Como as formas de pensar nao sao independentes das ferramentas que dominamos [Mitchel e
McCullough, 1994], a concegédo geométrica € coetanea do processo de representagéo. E nesse
contexto, os ADMGS3D, a par de outros métodos, desempenham um papel fundamental.

Modelacao paramétrica

Nos processos tradicionais de representacao, qualquer alteragao de uma parte daideia
significa refazer, uma a uma, todas as outras partes em que aquela alteragcéo se repercute.
Com a modelagdo paramétrica, é definida uma cadeia de restrigcoes e relagdes tais que a
alteracdo numa parte dessa cadeia é idealmente propagada, com reparacdées minimas, sem a
necessidade de alterar manualmente cada uma das partes da cadeia de modelagéo
(Woodbury, 2010). Neste sentido, a modelagao paramétrica pode ser aplicada a qualquer
sequéncia de projeto que envolva operagdes de natureza algoritmica.

A titulo de exemplo considere-se o seguinte caso.

Um arquiteto pretende colocar vaos numa parede com uma dada altura de 3m e com
comprimento I que pode variar. Os vdos tém forma quadrada com 1m? e os seus centros ndo
devem distar menos que 2m dos topos da parede. Designemos por d essa distancia. Entre
centros de vaos consecutivos a distancia deve serigual a 2. 5m. Designemos por v essa
distancia. Os vaos devem estar igualmente espacados e centrados na parede. As letrasled e
representam valores variaveis, ou seja, parametros.

Uma abordagem possivel ao problema é, dado um comprimento I especifico, resolver
manualmente a distribuicdo dos vaos. Porém, se quisermos testar muitos valores de [, esta
abordagem torna-se muito trabalhosa e repetitiva. A alternativa é estruturar e hierarquizar as
restricdes que definem o problema e, com isso, definir um algoritmo que as aplique
sequencialmente. Esse algoritmo pode depois ser implementado através de uma ferramenta de
modelacdo paramétrica implementada no ADMG3D que se entender.

Agora, definir o algoritmo nao deve ser confundido com a utilizacdo de uma aplicagao
informatica especifica. Definir o algoritmo significa definir a cadeia de operagdes que leva ao
resultado.

Analisando o problema, verifica-se que, para ter um vao, o valor de I tem de ser pelo menos 4
metros, para permitir que o seu centro diste o valor minimo admissivel dos extremos da parede.
Para ter dois vaos, o valor de I tem de ser pelo menos 6 metros. Mas o que acontece se [ for
igual a 5 metros, por exemplo? Neste caso apenas podera ter um vao mas este deve estar
centrado na parede. Assim, a cadeia de decisdes pode ser a seguinte:

1. Se l for menor que 4 metros, a parede ndo tem nenhum vao.
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2. Se Il for maior que 4 metros, calcule-se a diferenca entre I e duas vezes o valor minimo
admissivel parad, isto é,l — 4.

3.Se l — 4 for menor que 2.5 metros, a parede sé tem um vao que deve estar centrado na
mesma.

4.Se l — 4 for maior ou igual a 2. 5 metros, deve calcular-se (I — 4)/2.5.
5. A parte inteira n da divisdo (I — 4)/3 determina o numero de véos possiveis, que seran + 1.

6. Como os vaos tém de estar centrados na parede e a distancia entre os seus centros tem de
ser exatamente 2, 5 metros, entao o valor sobrante da operagéo (I — 4) — 2. 5n deve ser
dividido por 2 sendo o resultado desta operagado somado ao valor minimo admissivel para a
distancia d para se obter a distancia d dos vaos extremos aos topos da parede.

Note-se que, até ao momento, a elaboracdo do algoritmo nao dependeu em nada de qualquer
ferramenta informatica. Em geral é Util acompanhar os passos do algoritmo através de
esquemas graficos que ajudem ao raciocinio. Apds ter-se uma ideia das operacoes a realizar,
entdo pode-se passar a sua implementagdo num ADMG3D. E claro que o processo pode ser
iterativo, isto é, pode ir-se experimentando a medida que se vai implementando, quase como
se estivesse a fazer um esboco.

Na figura 2.96 ilustra-se a aplicacao do algoritmo para oito valores diferentes de L.

2.0 2.25 2.0 2.5
‘—-.I .—...‘ 1 |
3.5 | 4.0 | 4.5 || 6.5
25 ) 25 ) 3.0 ) 25
7.5 8.5
2.0 ) 2.5 ) 2.5 ) 25 ) 25 ) 25
9.5 10.0

Fig. 2.96. Aplicacao de um algoritmo para distribuigdo dos vados numa parede.

Atividade proposta:

Para cada um dos exemplos da figura 2.96, verifique que estdo cumpridas as condigdes
impostas no enunciado.

Considere-se ainda outro exemplo.
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Um designer pretende modelar um candeeiro do tipo abatjour. O difusor do candeeiro devera
ter aforma de um tronco de cone ou de um tronco de cilindro. O plano inferior deve ser
horizontal e o plano superior deve ter uma inclinacao entre 0° e 30°. As geratrizes do difusor
devem divergir 15° da vertical, no maximo. O didmetro da parte inferior do difusor deve variar
entre 25 centimetros e 50 centimetros. Se o didmetro for inferior ou igual a 30 centimetros, o
difusor deve ter obrigatoriamente a forma de um tronco de cilindro. A altura do difusor deve ser
igual a uma vez e meia o didmetro da base. A altura da base do difusor é 15 centimetros.

Este enunciado indica-nos que ha valores variaveis dentro de certos intervalos (a inclinagdo do
plano superior da base, a inclinagao das geratrizes do difusor, e o didmetro da base), isto &, sédo
parametros. Depois, ha valores que sao condicionados por outros (a altura do difusor). E por

fim ha valores constantes (a altura da base do difusor, a orientagédo da base inferior do difusor).

Neste caso, o algoritmo poderia ser qualquer coisa como:
1. Especifica-se o diametro d da base do difusor no intervalo definido.

2. Se d for menor ou igual a 30 centimetros, entdo o difusor tem a forma de tronco de cilindro,
caso contrario pode ter a forma de tronco de cone (mas néo se exclui que possa ter a forma de
tronco de cilindro).

3. No caso do tronco de cilindro, especifica-se apenas a inclinagdo a do plano superior do
difusor no intervalo definido, uma vez que as geratrizes tém de ser verticais.

4. No caso contrario, especifica-se a inclinagdo a do plano superior do difusor, e ainclinagéo 8
das geratrizes do difusor em relagdo a vertical, ambas nos intervalos definidos.

Na figura 2.97 ilustra-se a aplicacao do algoritmo para diferentes combinacdes dos parametros
d, a e . Os difusores estao representados numa vista lateral de modo a que o plano superior
seja projetante.

Atividade proposta:

Para cada um dos exemplos da figura 2.96, verifique que estdo cumpridas as condicoes
impostas no enunciado.

Imagine uma situagcao de composi¢ao formal que possa transformar em algoritmo. Defina os
passos do algoritmo.

Na modelacao paramétrica a ideia que fica subjacente ndo é a da modelacdo de um objeto
mas sim a ideia da modelagcao de uma familia de objetos. O algoritmo permite obter varias
instancias (objetos individuais) da familia.
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d= 025
a= 0
p=0

d=03

a=10

d= 035

a=10

B=0

d=04
o= 14

d=045
a=0
p=0

d= 045
a= 10

B=0

d=05
a=0

p=0

d=035
a= 30

B=15

L

d=04
o= 30
B=15

d=045
a= 30

d=05
a=20
B=10

Fig. 2.97. Aplicagcdo de um algoritmo para geragao de difusores de abatjour.

Estruturacao de um projeto

A concecgdo de um projeto de arquitetura passa por muitas fases, desde as primeiras ideias,
mais ou menos difusas, até a producédo de documentagao técnica para a construcdo. Em todas
essas fases a geometria esta presente por via da representacgao e por via da estruturagcao das
formas e dos espacos. Essa presencga pode ser formal ou conceptual.

Quando dizemos que a presenca é formal queremos dizer que se traduz diretamente em forma,
por exemplo a utilizagdo de uma malha ordenadora para estruturar a planimetria de um projeto,
a utilizacao de operagdes booleanas para gerar espacos a partir de determinadas primitivas
geométricas, ou a utilizacao de determinado tipo de superficies como elemento projetual.

Por exemplo, ao analisar a planta da Villa Rotonda de Andrea Palladio (figura 2.98), verifica-se a
presenca de uma matriz geométrica ordenadora. E claramente percetivel a presenca de dois
eixos de simetria por reflexdo. Por pouco poderia haver ainda outros dois eixos de simetria por
reflexdo diagonais em relagéo aos primeiros. O ponto de intersegao dos dois eixos € o centro da
composicdo. Com este centro temos uma circunferéncia e um quadrado nela inscrito. A limitar
o volume principal outro quadrado. E no final de cada escadaria, meio quadrado. O mesmo tipo
de constatagao pode ser, eventualmente, verificada para as alturas do edificio.

Atividade proposta:

No caso da Villa Rotonda, procure encontrar desenhos de corte ou algado e estenda a
analise a altimetria.
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Fig. 2.98. Matriz geométrica da planta da Villa Rotonda de Andrea Palladio.

Atividade proposta:

Escolha exemplos de projetos de arquitetura analise-os do ponto de vista das malhas, da
geometria base organizadora e dos principios gerativos.

O projeto da casa Guardiola de Peter Eisenman é um claro exemplo da utilizacdo sistematica
de operagbes booleanas aplicadas a varios cubos e paralelepipedos para gerar a forma e o
espaco (figura 2.99).

Na figura esta representada uma fase inicial do projeto em que se procurou estudar a
volumetria através da subtracao e uniao entre formas cubicas.

Atividade proposta:

Escolha exemplos de projetos de arquitetura analise-os do ponto de vista das operagdes
booleanas e das transformagdes geométricas enquanto recurso compositivo.

Outro exemplo que ilustra bem como a geometria esta no cerne da concecéo e o projeto do
restaurante Los Manantiales do arquiteto Felix Candela (figura 2.100).

Neste projeto é utilizado um paraboloide hiperbdlico base definido por um quadrilatero
enviesado [ABCD]. Este paraboloide é depois intersetado com dois setores correspondentes a
um oitavo de circulo cada, simétricos, por reflexao. No perimetro é intersetado por planos que
produzem intersegoes hiperbdlicas. A repeticao destes dois setores preenche o espago dando
origem a uma projecao horizontal octogonalizada que faz lembrar as pétalas de uma flor.
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Fig. 2.99. Operagdes booleanas entre cubos como modo de obter a volumetria do edificio.

D

Fig. 2.100. Estrutura geométrica do projeto de Los Manatiales baseada na repeticdo de um paraboloide hiperbdlico.

Atividade proposta:

Escolha exemplos de projetos de arquitetura e analise-os do ponto de vista das primitivas
geomeétricas que sao utilizadas para compor a forma. Procure entender as operagdes

geomeétricas que lhes estao subjacentes. Como sugestao, pesquise projetos do arquiteto
Felix Candela.
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Quando dizemos que a presencga € conceptual, queremos dizer que a tradugdo em forma néo é
direta. E por exemplo a elaboracdo de um grafo que traduz as relagdes entre as vérias partes de
um programa funcional, ou uma abstragao destinada a simulages especificas que ndo
necessitam de uma representacgéo literal da forma.

Na figura seguinte, a esquerda temos representada a planta de um edificio com os varios
compartimentos identificados com uma letra. A letra M representa o espago exterior.

H

Fig. 2.101. Grafo das ligagOes (passagens ou portas) entre os espagos de um edificio.

A direita, na figura, temos o grafo que representa as ligacdes (passagens) entre os varios
compartimentos (incluindo o exterior do edificio). Esta € uma representacéo topoldgica das
ligacoes entre espacos. Neste tipo de representagdo nado importa a dimensao das linhas, a sua
forma, a dimensao dos espacos nem a sua configuracdo. Apenas interessa que nés é que sao
ligados e que arestas os ligam. Note-se que o nd M tem duas ligacoes ao né A. Isto significa
que ha duas passagens do exterior para o espaco A. Neste caso nao se esta a considerar o
sentido das ligagbes uma vez que todas se podem fazer nos dois sentidos. Porém, se houver
restricdes, o sentido das ligagdes pode ser indicado com uma seta.

Outra representacao que se pode fazer é o grafo de adjacéncias entre os espacos (figura 2.102).
Neste caso pretende-se uma representacao que ilustre se ha paredes a separar os espacos.
Mais uma vez, a forma e as dimensoes sao irrelevantes.

No grafo da esquerda considerou-se a adjacéncia com o exterior (apenas nao existe para o
espaco G). Duas linhas a ligar os mesmos nds significa que ha duas paredes partilhadas pelos
espacos (neste exemplo apenas acontece na relagdo com o exterior). No grafo da direita
omitiram-se as adjacéncias com o exterior.
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Fig. 2.102. Grafo de adjacéncias entre os espagos de um edificio.

Atividade proposta:

Escolha exemplos de projetos de arquitetura e analise-os do ponto das ligagdes e
adjacéncias entre espagos.

Este tipo de representacéo, por descartar as propriedades métricas, possibilita representagdes
que permitem estudar alguns problemas de forma mais abstrata, como légicas de
segmentacgao de espacgos, hierarquias funcionais e légicas distributivas, entre outros. Em certo
sentido, os grafos correspondem a representagcoes topoldgicas. Veja-se o exemplo das
representacdes esquematicas das linhas de metro.

Para aprofundar o estudo sobre grafos e sua relagdo com a arquitetura, recomenda-se a leitura
do segundo capitulo de Lecciones de Algebra y Geometria (Alsina e Trillas, 1995).

Modelacao de edificios

Tendencialmente, quando nos referimos a modelagéo de edificios, pensamos num modelo
tridimensional detalhado e acabado com elevado grau de detalhe e verosimilhancga visual com
o0 objeto a que se refere. Isso pode ser assim, mas néo é sempre o caso. E importante que esta
nocao seja desmontada. Um modelo, e especificamente um modelo de um edificio, € uma
representagdo com um determinado nivel de abstragéo que se considera adequado para um
determinado propdsito. Pode ser apenas uma volumetria geral sem detalhe, pode ser
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bidimensional ou tridimensional, pode ser apenas geométrico, ou pode conter informacgao
associada.

No exemplo da figura 2.103 pretende-se chamar a atengédo para o facto de a modelagéo
geomeétrica ser, essencialmente, um processo de desenho no espaco.

Fig. 2.103. Modelagdo geométrica de uma pequena estrutura funeraria.

Consoante a orientagao dos varios elementos a modelar, é preciso estruturar uma geometria
base, muitas vezes plana. Essas geometrias planas consubstanciam-se como uma espécie de
ancoras que suportam o posicionamento dos elementos volumétricos. Estamos a falar de
eixos, de projegoes, de linhas auxiliares que relacionam varios elementos através de
alinhamentos. Sendo a modelagdo um processo eminentemente tridimensional, ndo deixa de
necessitar da geometria no plano. Por outro lado, depois de o modelo estar concluido para o
fim desejado, a obtencdo de desenhos bidimensionais a partir do modelo pode operar-se
automaticamente, bastando para tanto que o utilizador da ADMG3D especifique os planos de
projecéo que pretende. Os desenhos da figura 2.104 foram obtidos desta forma a partir do
modelo ilustrado na figura 2.103. E importante reforgar que isto ndo se faz apenas quando tudo
esta decidido e se pretendem obter desenhos finais. Pelo contrario, € um processo que pode e
deve interagir com procura da forma. Estes desenhos, ou outros obtidos a partir do modelo,
podem servir como base para elaborar um esbogo, testar uma ideia que depois volta ao espaco
digital da modelagéo. E mesmo a modelagao pode ser feita de forma exploratéria como se
estivéssemos a produzir uma maquete de estudo.

Naturalmente a modelacéo pode ter diversos niveis de complexidade. Na figura 2.105 esta
representado um modelo volumétrico do Mosteiro da Batalha (aproximadamente 170m de
largura). Este modelo serviu de base a impressao 3D a escala 1/200. Por isso, o nivel de detalhe
foi ajustado a dimenséo final do produto pretendido. Isto é, ndo fez sentido modelar detalhes
que nao tivessem expressao apos o processo de fabricagao. Este € um raciocinio analogo ao
que fazemos quando desenhamos numa folha de papel. A escala determina o nivel de
informagéo a incorporar no desenho e no modelo. Para além da escala, o fim a que se destina o
modelo tem implicagdes no modo como é produzido. Neste caso, era necessaria uma
subdivisdo em volumes encerrados, ou a “prova de agua”, para possibilitar aimpresséao 3D.
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Fig. 2.104. Desenhos 2D extraidos automaticamente a partir do modelo 3D.

Fig. 2.105. Modelo volumétrico do Mosteiro da Batalha.

Uma vantagem evidente de se dispor de um ADMG3D ¢ a possibilidade de modelar formas
organicas, isto €, formas que escapam aos processos gerativos baseados em operagdes
geométricas explicitas como intersecdes de sélidos ou superficies definidas. Do mesmo modo,
a exploragao do espaco interior também é uma vantagem. Nos exemplos da figura 2.106. e
2.107 simula-se a colocacéo de uma cobertura ténsil sobre o terragco do edificio 6 da Faculdade
de Arquitetura da Universidade de Lisboa (FAUL).
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Fig. 2.107. Vista interior de cobertura ténsil sobre o terrago do edificio 6 da FAUL, numa manha de julho as 10h.

Neste exemplo o objetivo foi a simulagdo da forma da cobertura sobre um espacgo existente e
testar como a luz do sol tem diferentes capacidades de penetrar no terrago no inverno € no
verdo. A ideia de simulagao é muito importante quando se constréi um modelo. O que se
pretende simular com o modelo? Devemos sempre colocar esta questéo.

Outro objetivo pode ser a caracterizagao construtiva de um edificio. No exemplo da figura 2.108
apresenta-se um excerto de um modelo de informacgéo de um edificio (modelo BIM) em que
nao é apenas modelada a geometria, mas em que esta estd vinculada a elementos
construtivos que estdo caracterizados em termos materiais. Esta caracterizacao, pode incluir
nao so6 as caracteristicas materiais mas também preco, fabricante, fase da obra em que devem
ser construidos, aspetos relacionados com a manutengao, entre muitos outros.
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Fig. 2.108. Excerto de um modelo BIM de um edificio (retirado de Rocha et al., 2020).

Atividade proposta:

Procure incorporar as nogdes discutidas nesta secgédo na elaboragdo de modelos nos
projetos que estiver a desenvolver.

Modelacao de terrenos

Em arquitetura, o terreno € a primeira forma a considerar. Na PARTE | deste texto ja abordamos
a questao da modelagéo de terrenos. Fizemo-lo com recurso a representagao geomeétrico
descritiva bidimensional. Porém, todas aquelas operagdes podem ser realizadas
espacialmente com a vantagem se ficar facilitado o processo de calculo de volumes
associados a manipulagao do terreno.

E comum que a informacéo inicial de que se dispde sobre um terreno sejam as curvas de nivel
e alguns pontos cotados (figura 2.109). Com estes dados é possivel criar um modelo digital de
terreno (MDT) através de superficies ou redes trianguladas (figura 2.110). Neste processo, mais
uma vez, é muito importante atender ao fim que se vai dar ao modelo pois este condiciona a
resolucdo do modelo. Neste caso, resolugao significa a maior ou menor quantidade de
triangulos que se vai utilizar para representar o modelo do terreno ou a maior ou menor
concordéancia entre a superficie e os dados. No exemplo da figura 2.111 o modelo digital de
terreno serviu para mapear as cotas através de uma escala de cinzentos, em que cinzentos
mais escuros significam alturas maiores e cinzentos mais claros significam cotas menores.
Dispondo de um modelo digital de terreno, todas as operacdes de escavacao e aterro, a que
nos referimos na PARTE |, podem agora ser realizadas tridimensionalmente. Note que a
configuracéo especifica que se pretende modelar obrigara a implementar estratégias
igualmente especificas para lidar com situagdes como arruamentos, edificios existentes, e
outros constrangimentos. Isto é, num projeto, a modelagcédo de um terreno vem sempre a par da
modelagédo de edificios.

Atividade proposta:

Procure produzir modelos digitais de terreno a partir de curvas de nivel e pontos cotados.
Note que tera de mobilizar nogdes referidas anteriormente acerca de malhas trianguladas e
superficies.
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Fig. 2.110. Modelo digital de terreno (MDT) obtido a partir das curvas de nivel e pontos cotados.

Fig. 2.111. Modelo digital de terreno com um mapeamento das cotas em escalas de cinzento.
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Estereotomia

A estereotomia € uma disciplina que se situa entre a geometria e a arquitetura. Estuda o corte
dos materiais, em geral a pedra ou a madeira, para a construgdo com um proposito
essencialmente estrutural. As solucdes de estereotomia acompanham-nos ao longo da histdria
da arquitetura. As solugbes mais comuns sao os arcos circulares ou de multiplos centros, as
abdbadas e as cupulas. Esta disciplina comecou a perder relevancia no principio do século XX
com o advento do betdo armado, quando esta solugao construtiva comecou a substituir os
sistemas estruturais baseados na constru¢do em pedra. Investigagéo recente, como a
desenvolvida pelo arquiteto Fallacara (2012) tem procurado fazer reviver este campo do
conhecimento. A abordagem contemporanea tira partido dos meios computacionais como
modo de enriquecer os repertorios formais, através da aplicagao de transformacgoes
topoldgicas aos modelos tradicionais, e como modo de integrar a definicdo da forma com o
calculo estrutural.

No exemplo da figura 2.112 comeca-se por uma solugao estereotémica composta de
tetraedros, num material pétreo, dispostos de forma auto suportarem-se. No contorno ha uns
elementos cuja forma se adapta a receber os tetraedros. Essa disposicao esta associada a uma
superficie [a]. Através de uma transformacao topoldgica, a superficie [a] é aplicada sobre uma
superficie [a'] transformando a solugao estereotémica.

N

Fig. 2.112. Modelo digital de terreno com um mapeamento das cotas em escalas de cinzento.

Nesta transformacéo, pouco importa se 0os elementos que eram iguais passam agora a ser
diferentes. Se antes do século XX essa era uma questéo relevante face aos processos
construtivos, hoje com as tecnologias de fabricagao digital essa questao perde relevancia.
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Cada elemento pode corresponder a um ficheiro distinto que alimenta uma maquina de corte
de pedra. A concecao dos apoios tira igualmente partido da transformacgao topoldgica que
pode operar-se nos dois sentidos.

Atividade proposta:

Analise exemplos de construgdes estereotdmicas presentes em edificios existentes. Procure
produzir modelos que as representem.

De seguida, aplicando transformacgdes topolégicas, estude novos repertérios formais
estereotdmicos derivados dos primeiros.

Formas organicas

A modelagao de formas orgénicas é potenciada pelos meios computacionais. Entendemos por
forma organica aquela que, de algum modo, pela sua complexidade e padrao gerativo, nos faz
lembrar processos presentes na natureza ou em atividades humanas e que escapam a uma
formulacao simples através de operagdes sobre formas basicas. Estes padroes podem servir
de inspiragao para a criacao de formas em arquitetura, design ou nas engenharias. O modo de
capturar essas formas pode ser mais ou menos grafico ou mais ou menos analitico.

O exemplo da figura 2.113 vem do mundo da culinaria e corresponde a uma forma de pasta
italiana (Legendre, 2011, p.155). Mas pode ser perfeitamente aplicado ao design ou a
arquitetura.

| S

iy

A parametrizacdo uv da superficie a esquerda é dada pelas férmulas seguintes:
u A . 1% 3v u+ 25
X = cos (ﬁ") <sm (ﬁ") + 3sin (20071) + 1000 cos ( 25 n))
L su . /v . v v\ . ,u
Y = sin (ﬁ”) <sm (ﬁ”) + 3sin (mn) +0.7 (m) sin (1_5n)>

Z=2 (1 - (cos (% n))s + (%)4'5>

Comu nointervalo entre 0 e 150 e v no intervalo entre 0 e 100.

Fig. 2.113. Exemplo de uma forma orgéanica inspirada pela ....

379



Alterando alguns valores nos divisores das férmulas e os intervalos dos parametros, é possivel
obter variantes, como as que se ilustram ao centro e a direita na figura. Naturalmente esta
trata-se de uma formulagéao analitica.

Ja o exemplo da figura 2.114 inspira-se em formas térico ovoides que nos remetem para alguma
arquitetura contemporanea como a produzida pela arquiteta Zaha Hadid.
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Fig. 2.11X. Exemplo de uma forma orgéanica inspirada em estruturas ovoides.

Neste caso, a parametrizagdo da forma processou-se de modo grafico através de um ADMGS3D.
Dada a natureza paramétrica do modelo produzido, foi possivel obter varias instadncias do
mesmo.

Atividade proposta:

Analise exemplos de arquitetura de formas organicas e procure inferir que processos
gerativos podem estar na sua génese. De seguida procure traduzir esses processo em
modelos paramétricos.
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PARTE Ill - Captura da Realidade

(em desenvolvimento)
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