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1. NOTAS GERAIS SOBRE LINHAS E SUPERFICIES

O PONTO é uma entidade sem dimensao, isto €, adimensional.

A LINHA é uma entidade unidimensional gerada pelo movimento continuo do ponto.

As linhas podem ser CURVAS ou ndo curvas; as linhas ndo curvas da-se o nome de RECTAS.

Cada linha recta tem uma DIRECCAO; direcgdo é a propriedade comum a uma familia de rectas

paralelas entre si.

Cada linha recta contém um PONTO IMPROPRIO, isto é, um ponto situado no infinito. A cada
direcgdo de rectas corresponde apenas um ponto imprdprio, isto é, todas as rectas paralelas entre
si ttm o mesmo ponto do infinito, dai dizer-se que rectas paralelas sdo rectas concorrentes no

infinito.

A SUPERFICIE é uma entidade bidimensional gerada pelo movimento continuo da linha.

A GERATRIZ é a linha, deformavel ou indeformavel, que se move no espaco para gerar a superficie.
A DIRECTRIZ é a linha ou superficie em que se apoia a geratriz no seu movimento.

Se a directriz for uma superficie, entdo a superficie gerada diz-se de NUCLEO.

Quando uma geratriz recta se move continuamente no espaco, conservando a direc¢ao, apoiada

numa directriz recta com direcc¢do diferente da sua, é gerado o PLANO.

Cada plano tem uma ORIENTACAO; orientacdo é a propriedade comum a uma familia de planos

paralelos entre si.
Cada plano contém uma RECTA IMPROPRIA, isto é, uma recta situada no infinito.

A cada orientacdo de planos corresponde apenas uma recta improépria, isto é, todos os planos
paralelos entre si tém a mesma recta do infinito, dai dizer-se que planos paralelos se intersectam

no infinito.
Uma orientagdo contém uma infinidade de direcgdes.

O lugar geométrico de todos os pontos impréprios e de todas as rectas imprdprias é o PLANO

IMPROPRIO, isto &, o plano do infinito.

Quando uma superficie puder ser gerada pelo movimento de uma linha recta diz-se que é

REGRADA.



Quando uma superficie ndo puder ser gerada pelo movimento de uma linha recta diz-se que é

CURVA.

Por ORDEM" de uma superficie entende-se o nimero maximo de pontos em que uma recta a pode

intersectar; o plano é uma superficie de 12 ordem.

Quando uma superficie regrada pode ser “desenrolada” para um plano, sem provocar “pregas” ou

“rasgos” diz-se que a superficie é PLANIFICAVEL; apenas superficies regradas podem ser

planificaveis, embora nem todas o sejam.
2. LINHAS PLANAS

Ndo existe um unico critério para classificar as linhas planas ou linhas espaciais. Porém, varios
critérios podem ser usados de modo a agrupd-las em familias. Critérios distintos podem levar a
que as mesmas linhas figuem em familias distintas. Ou um determinado pode levar a que se

excluam linhas.
2.1. Cénicas

Uma linha CONICA resulta da interseccdo produzida por um plano numa superficie cdnica (Figura

1) e pode ser representada através de um polinémio do segundo grau®:

Ax?> +Bxy + Cy?+ Dx+Ey+F =0 (1)

ELIPSE PARABOLA HIPERBOLE

Figural

1 . . . .
Note-se que este conceito de ordem contraria outro conceito de ordem expresso abaixo neste documento.
2 ~ . . . . . e
Esta expressdo pode ser generalizada para graus superiores dando origem a outros tipos de linhas (cubicas,
quarticas,...).



As linhas conicas sdo de trés tipos.
2.1.1. Elipse

A elipse (de que a circunferéncia é um caso particular) fica definida como sendo a curva plana em
que todos os pontos cumprem a condicdo de que suas distancias somadas a dois pontos fixos

chamados focos, é constante.
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DEFINIGAC ¥
TANGENTE E NORMAL NUM PONTO DA CURVA TANGENTE CONDUZIDA POR UM PONTO EXTERIOR A CURVA
Figura 2

A elipse pode ser obtida por transformacao afim de uma circunferéncia.
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Figura 3



2.1.2. Parabola

A parabola é uma curva plana que fica definida pela condicdo de que para qualquer ponto da
curva, a distancia a um ponto fixo, designado foco, e a distancia a uma linha fixa, designada
directriz, é igual.
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TANGENTE CONDUZIDA POR PONTO DA CURVA TANGENTE COM UMA DIRECGAQ DADA

Figura 4

2.1.3. Hiperbdle

A hipérbole é a curva plana que se define de modo semelhante a elipse, porém com a distingdo de

ser constante a diferenca das distancias aos focos.
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DEFINICAC TANGENTE CONDUZIDA POR PONTO DA CURVA

Figura 5



Ve
N

DEFINICAO TANGENTE CONDUZIDA POR PONTO DA CURVA

[ABI=|F4T|-[F2Tl=K

Figura 6

Do ponto de vista prdtico, é importante dispor de um tipo de linhas que permita representar
aquelas linhas que se podem designar por linhas livres. As linhas livres sdo aquelas que resultam
de um gesto de desenho espontaneo. Estas linhas ndo tém a partida uma definicdo geométrica.
Porém, ao representa-las num computador, é necessario racionaliza-las de algum modo. A forma
mais simples de as racionalizar, embora de resultado pratico pouco atractivo, é representda-las
através de uma sequéncia de ARCOS DE CIRCUNFERENCIA, como se vé na Figura 7. Este modo de
racionalizar uma linha livre é originario do desenho analégico como se compreende pela economia

de meios implicita.

Figura 7



2.2. Splines

Uma forma de designar as linhas de forma livre é utilizando o termo spline. Este termo remonta a
utilizacdo de tiras de madeira que eram dobradas e curvadas para gerar moldes para a construgao
aerondutica®. Em termos geométricos, uma spline é uma curva suave baseada na juncdo de uma
ou vdrias curvas definidas por fungdes polinomiais que sdo adjacentes em pontos designados

Internal Knots® (K). Também se designam por Knots os extremos se uma spline.
2.2.1. Curva de Bézier

A spline mais simples é a CURVA DE BEZIER’. Uma curva de Bézier é uma spline sem Internal Knots.
Uma curva de Bézier é definida através de control points (C) que estdo numa relagdo precisa com o

grau (D) da mesma:
Cc=D+1 (2)

Numa curva de Bézier, o nimero de pontos de controlo coincide com a ordem (O) da curva.

Generalizando, a ordem (O) é sempre igual a:
O0=D+1 (3)

Na Figura 8 temos 3 curvas de Bézier, de grau 2, 3 e 4, da esquerda para a direita,
respectivamente. Note-se que uma curva de Bézier de grau 1 ndo é mais que um SEGMENTO DE

RECTA.

* Consulte-se o artigo da Wikipedia (http://en.wikipedia.org/wiki/Spline %28mathematics%29).

* N3o se deve confundir a designacdo Knot referida aos pontos em que as varias curvas polinomiais s30
adjacentes (estes sdo os nds geométricos, que incluem os endpoints da spline; os pontos de adjacéncia entre
curvas polinomiais designam-se por internal Knots) com os elementos do designado Knot vector (que
correspondem a valores no espago paramétrico=. Por exemplo, quando se fala em espagamento uniforme
de Knots, na designagdo de B-Splines uniformes, esta-se a fazer referéncia ao espagamento no espago
paramétrico e ndo no espacgo geométrico. A este respeito veja-se o artigo sobre B-Splines na Wolfram
MathWorld (http://mathworld.wolfram.com/B-Spline.html).

> Consulte-se o artigo da Wikipedia (http://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zier curve).
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Degree=2 Degree=3 Degree=4
Order=3 Order=4 Order=5

Figura 8

Um aspecto interessante a notar é que uma de Bézier de grau 2 é que se trata de uma parabola,
ou seja, € um caso particular de uma linha cdnica. Outro aspecto interessante a notar acerca do
grau da curva de Bézier é que também esta em relagdo com o numero de inflexdes possiveis na

mesma. Assim, o nimero de inflexdes (/) possiveis é igual a:
I=D-2 (4)

E importante notar que uma curva de Bézier ndo pode ser utilizada para a representa¢do de

cOnicas em geral.

O algoritmo de De Casteljau permite compreender a construcdo grafica de uma curva de Bézier
seja qual for o seu grau. Na Figura 9 pode perceber-se a logica da construcdo grafica de uma curva
de Bézier de grau 3. E importante perceber que esta légica pode ser generalizada para qualquer

grau.

C4=K2

Degree=3
Order=4

Figura 9

A figura ilustra a constru¢cdo de um ponto dado pelo parametro 0.25. O intervalo de parametros
para a construcdo da curva de Bézier é, neste caso dado pelo intervalo [0,1]. O ponto de

parametro 0 é o ponto K1 e o ponto de pardametro 1 é ponto K2. Como o grau é 3, o algoritmo
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implica 3 niveis de subdivisdo para a construcdo de pontos da curva. O nimero de niveis de

subdivisdo é igual ao grau da curva.
2.2.2. B-Splines

Uma forma de expandir a utilizacdo das curvas de Bézier é através da utilizagdo de B-SPLINES
(Basis Spline). Uma B-Spline é, na pratica um arranjo de curvas de Bézier que transitam entre si de
forma suave. Dito de outro modo, nos pontos de transi¢ao (Internal Knots) partilham as mesmas
rectas tangentes. Uma B-Spline pode ser definida de dois modos: através de control points ou
através de fit points. Quando uma B-Spline é definida através de control points, a excepgao do
primeiro e ultimo pontos, a curva ndo passa por aqueles pontos. Quando é definida através de fit
points a curva passa por aqueles pontos. Note-se que os fit points ndo sdo necessariamente os
internal Knots. Na pratica, as B-Splines ddo-nos uma modo de construir curvas de Bézier que se
articulam entre si de um modo suave. As B-Splines contém Internal Knots, isto é, pontos em que
duas curvas de Bézier contactam. Se uma B-Spline contiver um Internal Knot quer dizer que é
composta por duas curvas de Bézier, e assim sucessivamente. As B-spline podem dividir-se em
PERIODICAS e NAO PERIODICAS. Uma B-spline periddica é fechada e nio contém vértices (kinks).
Na Figura 10 podemos observar uma B-Spline de grau 4, periddica, com 8 pontos de controlo e 8
Internal Knots (a esquerda) e uma B-Spline de grau 4, ndo periddica, com 8 pontos de controlo e 5

Internal Knots (a direita).

Figura 10

Outra propriedade das B-Splines, que também corresponde a uma forma de controlo das mesmas,

é o ja referido Knot vector. O Knot vector é um conjunto de valores dados por ordem nao
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decrescente que, na pratica, sdo parametros para a definicdo da curva. Se a distancia (no espacgo
paramétrico) entre elementos consecutivos no Knot vector for igual, a B-Spline diz-se UNIFORME,
caso contrario, diz-se NAO UNIFORME. A maior parte das ferramentas de software d3o poucos ou
nenhuns meios de controlo sobre o Knot vector. Dependendo da forma de definir o Knot vector,

este pode ter o seguinte numero (N) de elementos:
N=C+0 ou N=C+0-2 (5)

A titulo de curiosidade, o Knot vector de uma B-Spline no software AutoCad é da forma mais longa

(C+0) e no software Rhinoceros é da forma mais curta (C+0-2).

Tanto as curvas de Bézier como a sua generalizacdo dada pelas B-Splines sdo INVARIANTES SOB A
TRANSFORMACAO AFIM, isto é, se sujeitarmos os pontos de controlo de uma B-Spline a uma
transformacdo afim, os pontos afins sdo pontos de controlo de uma B-Spline afim da primeira

conforme se ilustra na Figura 11.

B e ﬁc
c6
| c2 C4 |
\ |
\ |
\ |
\ |
\ |
A Cs |
e ¢C S 4
A D
Figura 11

Recorde-se que uma transformacdo afim transforma um paralelogramo [ABCD] noutro

paralelogramo [A’B’'C’'D’].
2.2.3. Linhas NURBS

Porém as B-Splines n3o sdo invariantes sob a TRANSFORMACAO PROJECTIVA. Isto &, se
sujeitarmos os pontos de controlo de uma B-Spline a uma transformacdo projectiva, os pontos
homdélogos sdo pontos de controlo de uma B-Spline ndo homdloga da primeira conforme se ilustra

na Figura 12.
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-z 4
A D
Figura 12

Recorde-se que uma transformagdao projectiva transforma um quadrilatero [ABCD] qualquer
noutro quadrilatero [A’B’C’'D’] qualquer. Na transformacdo ilustrada na Figura 12 os pontos
homélogos dos pontos de controlo puderam ser usados como pontos de controlo de uma nova B-
Spline (a azul na figura da direita). Porém esta linha ndo corresponde a transformacao projectiva
da B-Spline dada na figura da esquerda. A curva transformada é a curva a preto na figura da

direita.
Que linha é esta?

Esta nova linha designa-se por NURBS (Non-Uniform Rational Basis Spline). Na pratica uma B-
Spline é uma NURBS IRRACIONAL. O novo parametro que é introduzido na curva NURBS é a
definicdo de um peso (weight) aos pontos de controlo que tem por efeito atrair a curva para a
proximidade desse ponto em fun¢do do maior ou menor valor que lhe estiver associado. Numa B-
Spline Irracional, todos os pesos tém o valor 1. Numa NURBS, os pesos podem ser distintos de 1.
Se o peso de um ponto de controlo for maior que 1, a curva é atraida para o ponto de controlo. Se
o peso de um ponto de controlo é menor que 1, a curva é afastada do ponto de controlo. Pode
observar-se este efeito na Figura 13. Nesta figura, a preto esta desenhada uma B-Spline de grau 3.
Ao alterar o peso do ponto de controlo C6, verificou-se um efeito sobre os Internal Knots que
estavam sobre efeito daquele ponto de controlo. Note-se o facto interessante de que os Internal
Knots se deslocaram na direccdo do ponto de controlo; aproximaram-se quando o peso foi

definido com valor superior a 1 e afastaram-se quando o peso foi definido com valor inferior a 1.

13



Figura 13

Uma vez que apenas se alterou o peso de um ponto de controlo, os Internal Knots por ele
influenciados deslocaram-se numa linha recta. Porém, se alterarmos o peso em mais que um

ponto de controlo, o efeito de atracgdo é combinado, conforme se observa na Figura 14.

c3 C6 K5 K6

Figura 14

Um aspecto muito interessante acerca das NURBS é que, considerando o grau 2, e com a escolha
adequada de pesos, estas podem representar qualquer linha cdnica. Por isso, curiosamente, a

configuracdo que ilustrdmos na Figura 7 é uma caso particular de uma linha NURBS.
3. LINHAS ESPACIAIS E SUPERFICIES
Uma linha espacial é uma linha que ndo esta contida num plano.

Uma superficie pode ser conceptualmente definida como o movimento continuo de uma linha no
espaco, deformdvel ou n3o, sujeita a uma determinada lei. A semelhanca do que foi referido para

as linhas, também ndo existe um Unico critério de classificacdo das superficies.

Uma linha pode resultar da intersec¢do de duas superficies. Neste caso, sera geralmente uma linha

espacial. No entanto, em casos particulares podera ser uma linha plana.
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3.1. Nogoes gerais sobre linhas e superficies

3.1.1. CondigOes de pertenga

Se o ponto P pertencer a linha [d] e a linha [d] pertencer a superficie [a], ent3o o ponto P

pertence a superficie [a].

Figura 15

3.1.2. Rectatangente
O ponto A pertence a linha [m] e alinha [m] pertence a superficie [a].

A recta t,, tangente a linha [m] no ponto A, é a posicdo limite da recta secante S, quando o

ponto X tende para o ponto A.

Se arecta t, é tangente alinha [m], é também tangente a superficie [05].

Figura 16

3.1.3. Curvaturas

Uma linha curva plana estd sempre contida num plano. A excep¢do da circunferéncia, a
CURVATURA das linhas varia. A curvatura de uma linha num ponto é o inverso do RAIO DE
CURVATURA da linha nesse mesmo ponto. E o raio de curvatura da linha num ponto é o raio da

CIRCUNFERENCIA OSCULADORA a curva naquele ponto. O centro desta, o ponto C na figura

15



abaixo, pode ser considerado como a posi¢do limite da intersec¢do de duas rectas normais a curva
qguando o arco, definido pelos pontos comuns a curva e as normais, tende para zero, conforme se

ilustra na figura seguinte.

Figura 17
Na figura, as rectas t e N pode ser associado uma sistema de coordenadas rectangular, de origem
em T que, como a curva é plana, esta contido no plano da mesma. O terceiro eixo deste sistema
de coordenadas, é uma recta passante pelo ponto T que é simultaneamente perpendicular as

rectas t e N, e que se designa por recta BI-NORMAL a curvaem T .
Estes conceitos podem ser estendidos as CURVAS TORSAS, isto é, as curvas ndo planas.

Dois pontos infinitamente préximos de um ponto T, numa curva torsa, definem um PLANO
OSCULADOR, que contém a circunferéncia osculadora, a recta tangente a curva e a recta normal a
curva no ponto T . Da mesma forma, a recta bi-normal passa por T e é perpendicular ao plano da

circunferéncia osculadora.

Figura 18
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3.1.4. Plano tangente a uma superficie

Sejam [a] e [b] duas linhas, pertencentes a superficie [0{], concorrentes no ponto P .
Sejam t, e t, asrectas tangentes as linhas [a] e [b], respectivamente, no ponto P .
O plano ¢, definido pelas rectas t, e t,, é o plano tangente a superficie [a] no ponto P.

O plano & é o lugar geométrico de todas as rectas tangentes a superficie [a] no ponto P .

Do plano tangente a uma superficie diz-se que é OSCULANTE.

Figura 19

3.1.5. Recta normal e plano normal
Seja & o plano tangente a superficie [a] no ponto P .
Seja N uma recta perpendicular ao plano & no ponto P .

Arecta N diz-se NORMAL a superficie [05] no ponto P .

De um plano que contenha a recta N diz-se que é normal a superficie [a] no ponto P.

Figura 20
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3.1.6. Curvatura de uma superficie
Seja N uma recta normal a superficie [a] no ponto P.
Sejam 7 e [ planos normais a superficie [a] no ponto P.
Seja [C] (resultado da intersec¢do do plano 7 com a superficie [0{]) a linha de maior curvatura
superficie [a] no ponto P.
Seja [C] (resultado da intersecgdo do plano £ com a superficie [a]) a linha de menor curvatura
da superficie [a] no ponto P .

Verifica-se que os planos que contém as linhas de curvatura maxima e minima num ponto sdo

perpendiculares entre si.
A curvatura média da superficie [a] no ponto P é a média das curvaturas maxima e minima.
A curvatura Gaussiana da superficie [a] no ponto P é o produto da curvatura maxima e minima.

Uma superficie planificavel tem curvatura Gaussiana igual a zero em todos os seus pontos.

Figura 21

Se o plano tangente a superficie [a] no ponto P a dividir em quatro regides, duas “para cima” do
plano e duas “para baixo”, entdo a superficie € de DUPLA CURVATURA DE SENTIDOS OPOSTOS no

ponto P .

Se o plano tangente a superficie [Ot] no ponto P apenas contiver P na sua vizinhanga, entdo a

superficie é de DUPLA CURVATURA COM O MESMO SENTIDO no ponto P.
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Se o plano tangente a superficie [a] no ponto P tiver em comum com [a] apenas uma linha

passante por P, ent3o a superficie é de SIMPLES CURVATURA no ponto P.

3.1.7. Intersecgdo de superficies

Se duas superficies [a] e [ﬂ] se intersectam segundo uma linha [i], entdo existe pelo menos uma
superficie [72'] que intersecta a superficie [a] segundo uma linha [a], intersecta a superficie [,B]

segundo uma linha [b], de tal modo que a linha [a] intersecta a linha [b] num ponto | dalinha

fea

Figura 22

Se a linha de interseccgdo for Unica e fechada tem-se um ARRANCAMENTO.
Se a linha de intersecgao tiver um ponto duplo tem-se um BEIJAMENTO.
Se existir uma linha de entrada e uma linha de saida distintas tem-se uma PENETRACAO.

3.1.8. Rectatangente a linha de intersec¢ao

Seja [I] a linha de intersecc¢do entre as superficies [0(] e [ﬂ]
Seja P um ponto da linha [i], logo ponto comum [a] e [ﬂ]
Seja O o plano tangente a superficie [a] no ponto P.
Seja 7 o plano tangente a superficie [ﬂ] no ponto P.

Arecta t, de intersec¢do entre os planos & e 7, é a recta tangente a linha [I] no ponto P.
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Figura 23

3.1.9. Concordancia entre superficies

Se duas superficies [a] e [ﬂ] admitirem os mesmos planos tangentes 7 em todos os pontos P
da linha [C] comum a ambas, entdo as duas superficies dizem-se concordantes segundo a linha

[C]. O cumprimento desta condicdo garante a “transicdo visualmente suave” entre as superficies,
que se designa por continuidade G1. Porém poderd haver descontinuidade ao nivel das
curvaturas. Se houver continuidade entre superficies ao nivel das curvaturas, diz-se que existe

continuidade G2. Um teste comum para avaliar o tipo de continuidade entre superficies é a andlise

ZEBRA.

Figura 24
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Se duas superficies [Ot] e [ﬁ] forem concordantes segundo uma linha [i], entdo existe pelo
menos uma superficie [7[] que intersecta as superficies [a] e [,[)’] segundo as linhas [b] e [a],
respectivamente, de tal modo que as linhas [b] e [a] sdo tangentes entre si num ponto | da

linha [I]

Figura 25
Se duas superficies [a] e [,B] forem concordantes segundo uma linha [I] e forem ambas
concordantes com uma superficie [7[] segundo as linhas [a] e [b], respectivamente, de tal modo

que [a] e [b] se intersectem um ponto | da linha [i], entdo, as duas linhas [a] e [b] sdo

tangentes entre si no ponto | .

Figura 26
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3.1.10. Contorno aparente

O contorno aparente de uma superficie [0{] para um “observador” (centro de projeccdes) O € a

linha [C] de concordancia entre a superficie [a] e uma superficie conica [7[] de vértice O.

Se o observador estiver no infinito, entdo [72'] € uma superficie cilindrica.

Figura 27

3.1.11. Disting¢do entre superficie e soélido
Uma superficie é a entidade que delimita o volume do sélido.

3.2. Classificagdo de superficies quanto ao tipo de geratriz

CLASSIFICACAO DE SUPERFICIES QUANTO AO TIPO DE GERATRIZ exemplos

poliédricas  regulares, semi-regulares,

SUPERFICIES POLIEDRICAS irregulares, malhas MESH

SUPERFICIE PLANA plano
definidas por 1 PONTO e 1 DIRECTRIZ conica; cilindrica; prismatica; piramidal
PLANIFICAVEIS definidas por 2 DIRECTRIZES convolutas; superficies de igual pendente
REGRADAS (S)tJtPrzF;FICIES TANGENCIAIS helicoidal tangencial

(geradas por
linhas rectas)

paraboléide hiperbdlico; hiperboldide de

definidas por 3 DIRECTRIZES revolugdo; cilindrdide; ~ condide;
helicoidais regrados; superficies de arco
NAO enviesado
PLANIFICAVEIS outras superficie regrada de uma so face
CURVAS SUPERFICIES DE REVOLUCAO esférica; torica; elipsoidal; outras
(ndo geradas
por linhas Outras serpentina; superficies minimas; NURBS®

rectas)

Tabela 1

® Note-se que as superficies NURBS podem ser utilizadas muitas das outras superficies referidas na tabela.
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3.2.1. Superficies poliédricas

A relacdo entre o numero de arestas (A), vértices (V) e faces (F) de qualquer poliedro

topologicamente equivalente a uma esfera vem dada pela férmula de Euler:
V+F=A+2 (6)

Um poliedro que tenha por vértices os centros das faces de um outro poliedro diz-se DUAL

daquele.
3.2.1.1. Poliedros regulares

Todas as faces sdo poligonos regulares de apenas um tipo, todos os vértices pertencem a uma

superficie esférica, sdo os “Sélidos platdnicos”.

$ G

Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Figura 28

3.2.1.2. Poliedros semi-regulares

Todas as faces sdo poligonos regulares de dois ou mais tipos sendo o comprimento da aresta uma
constante; todos os vértices pertencem a uma superficie esférica. Sdo também designados por
“Sélidos de Arquimedes”. Todas as arestas e vértices sdo congruentes e podem obter-se dos
poliedros regulares por algum processo de transformacdo geométrica. Também podem
considerar-se nesta categoria os prismas regulares e os anti-prismas regulares embora

normalmente ndo seja comum.
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12- Troncoicosidodecaedro

13- Rombicosidodecaedro
in "EDROS”

Figura 29

3.2.1.3. Poliedros irregulares

As faces sdo poligonos de tipos variados. Os vértices podem pertencer ou ndo a uma superficie
esférica. O comprimento das arestas ndo é constante. Exemplos de poliedros irregulares sao:
piramides, bipiramides, troncos de pirdmide, prismas, troncos de prisma. Uma bipiramide é um
solido gerado pela “soma” de uma piramide com a sua simétrica relativamente ao plano da base.
Outros tipos de poliedros irregulares sdo: anti-prismas, anti-piraméides, tronco-antiprismas, anti-

prismoides.

QUANDD LIGAMDS 0% VERTICES DE Dol
POLIGONAS NAD COPLANARES, DE MODO A DEFINIR
TRIANGULOY ENTRE ELES FORMAM-4E POLIEDRSS
CONHECIDOS POR: )
1~ ANTIPRISMOINES — QUANDD % POLIGONDS
NAD TEM MESMD NUMERD DE LADOS

2~ ANTIMRAMBIDES — BUANBD UM 3%
POLIGONDS E 4UBSTITUIDO POR UM
SEGMENTD DE RETA.

3~ TRONCO - ANTIPRISMAG — QUANDO 0%
POLIGONSS TEM MESMO NUMERD DE
LAWY, E NAD A0 DE MLANS, PARALELD:

4- ANTIPRIMAG ~ QUANDD 0% POLIGONDY
TEM MESMO NUMERD DE LAMY E
E5TAD EM PLANGS PARALELDS.

in“EDROS”

Figura 30
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Outro tipo de poliedro interessante sdo os “sélidos de Johnson”. Trata-se de poliedros em que
todas as faces sdo regulares de mais que um tipo, ndo sendo, no entanto, poliedros regulares,

semi-regulares, prismas regulares ou anti-prismas regulares. Existem 92 ao todo.
3.2.2. Superficies de revolugao
Nestas, é conveniente definir alguns elementos notaveis.
O EIXO é a recta em torno da qual roda a linha (geratriz) que gera a superficie.
Um PARALELO é uma intersec¢do produzida na superficie por um plano perpendicular ao eixo.
Um MERIDIANO é uma intersec¢do produzida na superficie por um plano complanar com o eixo.
Se um paralelo é o maior na sua vizinhanga designa-se EQUADOR.
Se um paralelo é o menor na sua vizinhancga designa-se CIRCULO DE GOLA.

Se a superficie admite planos tangentes perpendiculares ao eixo nos pontos que este tem em

comum com aquela, entdo estes pontos designam-se POLOS.

Se a superficie admite planos tangentes perpendiculares ao eixo ao longo de paralelos, estes

designam-se CIRCULOS POLARES.

o, D‘\) —— Equador
P

1

Circulo polar

Meridiano

Circulo de gola

\ Paralelo
\
Equador
‘ Geratriz
Polo
Eixo

SUPERFICIE DE REVOLUCAO

Figura 31
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3.2.2.1. Superficie esférica

A superficie esférica pode ser conceptualmente concebida como o resultado da rotacdo de uma

circunferéncia em torno de um diametro.

LT

Alcado

Planta

GERAGCAO DA ESFERA POR ROTAGAO DE UMA CIRCUNFERENCIA EM TORNO DE UM DIAMETRO
Figura 32
3.2.2.2. Esferdide
O esferdide, ou elipséide de revolucdo, é superficie que se gera pela rotacdo de uma elipse em

torno de um dos seus eixos principais. Diz-se que é alongado se a rotacdo for feita em torno do

eixo maior, e diz-se achatado se a rotacao for feita em torno do eixo menor.
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LT

Algado

Planta

GERAC;\D DO ELIPSOIDE POR RDTAC;&D DE UMA ELIPSE EM TORNO DE UM EIXO
Figura 33
3.2.2.3. Superficie térica

A superficie térica fica gerada pela rotagdo de circunferéncia em torno de um eixo contido no seu

plano. Considera-se que o eixo ndo intersecta a circunferéncia.

GERACAC DO TORC POR ROTACAD DE UMA CIRCUNFERENCIA EM TORNO DE UM EIXO COMPLANAR

Figura 34
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3.2.2.4. Hiperboldide de revolu¢ao de uma folha

O hiperboldide de revolugdo de uma folha, que adiante se verd que também é uma superficie

regrada, é gerado pela rotacdo de uma hipérbole em torno do seu eixo transverso.

GERAGAO DO HIP. DE REVOLUGAO REGRADO POR ROTAGAO DA HIPERBOLE EM TORNO DO SEU EIXO TRANSVERSO
Figura 35
3.2.2.5. Hiperboldide de revolugao de duas folhas

O hiperboldéide de revolugdo de duas folhas é a superficie gerada pela rotagdo da hipérbole em

torno do seu eixo real.

GERACAO DO HIP. DE REVOLUGAQ DE 2 FOLHAS POR ROTACAO DA HIPERBOLE EM TORNO DO SEU EIXO REAL

Figura 36
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3.2.2.6. Hiperboldide de revolugao de duas folhas

O paraboldide de revolugado é a superficie gerada pela rotacdo da parabola em torno do seu eixo.

GERACAO DO PARABOLOIDE DE REVOLUCAO POR ROTACAC DA PARABOLA EM TORNO DO SEU EIXO

Figura 37

3.2.3. Superficies planificaveis

Para que uma superficie seja planificdvel deve ser regrada. Mas esta condicdo sé por si ndo implica
que a superficie seja planificavel. Para além de ser regrada deve ainda acontecer que cada para de
geratrizes infinitamente préximas entre si sejam concorrentes, isto é complanares. Do enunciado
resulta que uma superficie planificdvel apenas admite um plano tangente por cada geratriz. A
planificacao corresponde ao “desenrolar” da superficie até que esta coincida com uma dos planos
tangentes. Nesta operagdo a superficie ndo “estica” nem “encolhe”, ndo se “rasga” nem adquire
“pregas”. Nesta operacdo preservam-se os comprimentos e os angulos. A resolucdo de problemas
concretos depende, obviamente, do tipo particular de superficie que se tem em presencga. Assim,
diferentes métodos serdo utilizados para planificar superficies cénicas ou cilindricas de revolugao,

cOnicas ou cilindricas obliquas, convolutas, tangenciais, etc.

Tal como ja foi atras referido, uma superficie planificdvel tem curvatura Gaussiana, em todos os

seu pontos, igual a zero.
3.2.3.1. Superficie cdnica, cilindrica, piramidal e prismatica

As superficies planificdveis mais comuns sdo as superficies conicas, cilindricas, piramidais e

prismaticas.
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CONICA CILINDRICA PIRAMIDAL PRISMATICA

Figura 38

3.2.3.2. Convoluta e Superficie tangencial

Outro tipo de superficies planificaveis sdo as que se seguem. A convoluta fica definida pelo lugar
geométrico das rectas que resultam dos pontos de tangéncia de um par de rectas complanares
tangentes a duas linhas curvas espaciais, que se deslocam no espagco mantendo aquelas condi¢Ges

(tangéncia e complanaridade).

As superficies tangenciais ficam definidas pelo lugar geométrico das rectas tangentes a uma linha

torsa.

CONVOLUTA SUPERFICIE TANGENCIAL

Figura 39
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3.2.3.3. Helicéide tangencial

O helicdide tangencial é uma caso particular de uma superficie tangencial. Neste caso a linha

directriz € uma hélice cilindrica.

LT

Algado

HELICOIDAL TANGENCIAL
Figura 40

3.2.3.4. Planificagao (método grafico)

A planificacdo de uma superficie consiste no “desenrolar” da mesma para um plano. Uma
aproximacdo a esse processo é a definicdo da superficie por meio de uma triangulacdo e de
seguida proceder ao ajuste desses tridngulos no plano. Este processo acaba por ser valido para a
“planificacdo” de superficies ndo planificdveis uma vez que todas as superficies podem ser

aproximadas por uma triangulagao.
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PLANIFICACAO (método grafico principio geral)

Figura 41

Algumas ferramentas de modelagdo 3D implementam fun¢des de planificagdo de superficies,
como é o caso do software Rhinoceros. Porém, verifica-se que os resultados ndo sdo correctos
quando se procura generalizar a superficie.

3.2.3.5. Planificagao da superficie do cilindro e do cone de revolugao

Porém, ha figuras cuja planificacdo é bastante simples. Trata-se da planificacdo da superficie do
cilindro de revolucdo, que resulta num rectangulo, e a planificacdo do cone de revolucdo que

resulta num sector circular.

O

q [h] h (passo da hélice) g e
-~ |h]' - transformada de |h]

PLANIFICAGAO DA SUPERFICIE DO CILINDRO DE REVOLUGAO / HELICE CILINDRICA

Figura 42
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= (r/g)x360°

PLANIFICACAO DA SUPERFICIE DO CONE DE REVOLUGAO
Figura 43
3.2.3.6. Planificacdo da superficie do cilindro e do cone obliquo

A planificacdo do cilindro obliquo pode fazer-se por meio da aproximacdo da sua superficie a de
um prisma, e a planificacao do cone obliquo pode fazer-se meio da aproximacao da sua superficie

a de uma piramide. O resultado é tanto melhor quanto mais refinada for a aproximacao.

T=()

ler

PLANIFICAGAO DA SUPERFICIE DO CILINDRO OBLIQUO

Figura 44
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PLANIFICAGAO DA SUPERFICIE DO CONE OBLIQUO

Figura 45

3.2.3.7. Planifica¢ao da superficie do helicéide tangencial

Pela sua regularidade, o cdlculo da planificagdo da superficie do helicéide tangencial também é

relativamente simples, como ilustrado na figura.

[d)/ p=27r/360°

hs1*=ld) 3

[hiJ=thq]

[h ]/ =27R/360°

PLANIFICACAQ DO HELICOIDAL TANGENCIAL

Figura 46
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3.2.4. Superficies regradas ndo planificaveis (empenadas)

Uma superficie regrada ndo é planificavel se duas geratrizes infinitamente préximas ndo se
intersectarem. Esta condicdo é em geral cumprida quando a superficie é definida por trés
directrizes quaisquer. Contudo, ha posicoes especificas que as directrizes podem assumir que ndo
permitem gerar nenhuma superficie regrada ou em que esta degenera numa superficie

planificavel.

Figura 47

A condi¢do que se impde para que as rectas §,, J,, g, definam uma superficie regrada [5] éa
de serem tangentes as superficies directrizes [a], [ﬂ] e [72'] simultaneamente. Isto &, a superficie
[5] deve ser simultaneamente concordante com as superficies [a], [ﬂ] e [72'] segundo linhas [a]

, [b] e [C] respectivamente.
O conjunto das rectas 0,, §,, g, designa-se por SISTEMA DE GERATRIZES.

Se uma das superficies directrizes for substituida por uma linha directriz, entdo as geratrizes

devem intersecta-la.

Se a superficie [5] possuir apenas um sistema de geratrizes rectas J;, J,, J,, entdo diz-se que é

SIMPLESMENTE REGRADA.

Se a superficie [5] possuir dois sistemas de geratrizes rectas 0;, 0,, 0, e J;, J,, J,, entdo diz-

se que é DUPLAMENTE REGRADA.
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Quando uma superficie é duplamente regrada, todas as geratrizes de um sistema intersectam

todas as geratrizes do outro sistema.

Se uma directriz recta for imprépria (situada no infinito) isto equivale a dizer que todas as
geratrizes §,, J,, §, sdo paralelas a uma orientagdo. Neste caso diz-se que a superficie é de

PLANO DIRECTOR.

Se uma directriz curva for imprépria (situada no infinito), isto equivale a dizer que todas as
geratrizes §,, §,, 0, sdo paralelas as geratrizes d,, d,, d, de uma superficie cdnica. Neste

caso, diz-se que a superficie é de CONE DIRECTOR ou de SUPERFICIE CONICA DIRECTRIZ.

Contudo, deve notar-se que mesmo que a superficie seja definida por 3 directrizes préprias ela
gozara obrigatoriamente da propriedade de ser de plano director ou de cone director, uma vez
que todas as rectas tém pontos improprios. Em todo o caso, em termos de classificagdo quanto a

directriz, é conveniente distinguir as que s3o de plano director ou cone director e as ORDINARIAS.

Como consequéncia, apresenta-se o seguinte quadro de classificacdo de superficies regradas nao

planificaveis (empenadas) definidas por trés directrizes.

TIPO DIRECTRIZES exemplos
k4 ? RRR Hiperboldide escaleno; Hiperboldide de revolugdo de uma folha
K= Q
£ k) RRC
S Q.

4 E RCC Superficies de arco enviesado (corno de vaca; arriere-voussure)
N
2 < ccc
G 3 =
w L <L RRS
o« 8 =
o [s) a RCS
o0 .~ o
x = o CCS
o Q.
‘2 »g RSS
SgE €SS
Z5 g sSs
wt g
a g = Ro RR Paraboldide hiperbdlico
=3

g 3 n% o« RoR C Superficies de condide; Superficies helicoidais
= = - L
4 % ) Z = Roo CC Superficies de cilindréide
95 | 33
= £ W E Ro RS Superficies de conéide com um nucleo
w [alya)
42 % Roo CS Superficies de cilindréide com um nucleo; Superficies helicoidais com nucleo
9: M R0 SS Superficies de cilindréide com dois ntcleos
o =
2 g CoRR Tetraedrdide
o 2
@ f), « CoCR Superficies helicoidais
= (@) w
g = |38 CooCC
e = O 3
w B w CoRS
g g 0a
2 = CoCS Superficies helicoidais com nucleo

CoSS

Tabela 2
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3.2.4.1. Hiperboldide de revolu¢ao de uma folha
O hiperboléide de revolugcdo de uma folha acumula a dupla condicdo de ser superficie de

revolucdo e superficie regrada. Com efeito, a mesma superficie pode ser gerada pela rotacdo de

uma hipérbole pela rotagdo de uma recta enviesada ao eixo.

GERAGCAO DA SUPERFICIE POR ROTAGAO DE UMA RECTA

Figura 48

CONE DIRCCTOR / CONE ASSINTOTICC / SECCOLS HIPERBOLICAS PRINCIPAIS

Figura 49
uma folha é o facto de as

Uma das propriedades interessantes do hiperboldide de revolucdo de

suas geratrizes serem paralelas as geratrizes de uma familia de superficies cdnicas de revolucao, os

designados cones directores.

37



T (hipérbole)
/ ~

elipse)

T (parabola)

QBTOB=0ATOA

(elipse)

INTERSECCOES PLANAS

Figura 50

As interseccOes que é possivel produzir nesta superficie sdo do mesmo tipo que as que se podem
produzir numa superficie conica de revolucdo, isto é, sdo linhas cdnicas. Planos com uma

determinada orientagdo produzem interseccdes do mesmo tipo das produzidas nos cones

directores.

OB/OB=0A/0A
(parabola) (hiperbole)

INTERSECCOES PLANAS

Figura 51
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LT

DOIS SISTEMAS DE GERATRIZES RECTAS
Figura 52
Uma propriedade interessante desta superficie é o facto de ser duplamente regrada, isto é, a
mesma superficie pode ser gerada de dois modos distintos pela rotagdo de uma recta. Assim, esta
superficie admite dois sistemas de geratrizes, ou dito de outra forma, a superficie pode ser

concebida como uma rede de linhas rectas no espaco que se intersectam.
3.2.4.2. Hiperboléide empenado escaleno

O hiperboléide empenado escaleno pode obter-se do anterior por meio de uma transformagao

afim, e goza de propriedades muito semelhantes aquele.

Planta Planta

HIPERBOLOIDE REGRADO DE REVOLUGAO HIPERBOLOIDE REGRADO ESCALENO

Figura 53
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Porém, outra forma de gerar o hiperboldéide empanado escaleno é a que se ilustra na figura
seguinte. Das trés rectas enviesadas quaisquer (directrizes), a superficie é gerada pelo movimento
de uma quarta recta (geratriz) que se desloca no espago apoiada naquelas trés. Geratrizes desta
superficie podem ser facilmente obtidas através da interseccdo de um feixe de planos com duas

directrizes, tendo por base a outra geratriz.

DEFINIGAQ DO HIPERBOLOIDE REGRADO ESCALENC FOR TRES RECTAS ENVIESADAS

Figura 54

3.2.4.3. Paraboldide hiperbdlico

O paraboldide hiperbdlico também pode ser gerado de varios modos distintos. Na figura seguinte,
ilustra-se a sua gerac¢do por deslocamento de uma parabola (que preserva a orientacdo) apoiada

noutra pardbola.

LT

Algado

Planta

CERAGAO DA SUPERFICIE POR MOVIMENTO DE UMA PARABOLA APOIADA NOUTRA PARABOLA

Figura 55
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DOIS SISTEMAS DE GERATRIZES RECTAS
Figura 56

Trata-se também de uma superficie duplamente regrada. Isto é, também pode ser considerado
gerado de dois modos distintos pelo movimento de uma recta no espago apoiada sobre trés rectas
enviesadas. Embora neste caso uma das rectas seja impropria. Isto quer dizer, na pratica, que a
geratriz se desloca mantendo-se apoiada em duas directrizes enviesadas e conservando o
paralelismo a um plano (orientacdo de planos), designado plano director. Face as propriedades

descritas, verifica-se que o paraboléide hiperbdlico admite duas orientacdes de planos directores.

| ' /

LT

Algado 1

Planta

GERACAC POR RECTAS / PLANCS DIRECTORES / PONTO DE DIVERGEHNCIA

Figura 57
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A forma mais simples de definir um paraboldide hiperbdlico é através de um quadrilatero
enviesado. As direccdes de dois lados opostos definem a orientacdo do plano director daquela

familia de geratrizes, e as direc¢bes dos outros dois lados definem a orienta¢do do plano director
da outra familia de geratrizes.

DEFINIGAO DO PARABOLOIDE HIPERBOLICO ESCALENO PCR TRES RECTAS ENVIESADAS
Figura 58

Para se definir o paraboldide hiperbdlico dadas trés geratrizes da mesma familia, deve impor-se a
condicdo de que as direcgOes destas rectas estejam contidas numa Unica orientacdo (a orientacdo
do plano director daquela familia de geratrizes).

LT LT
Algade 1 Algado 1
Planta ' YavaY ',‘ . Planta
PARABOLOIDE HIPERBOLICO ISOSCELES PARABOLOIDE HIPERBOLICO ESCALENO
Figura 59
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O paraboldide hiperbdlico admite dois tipos de secgdes conicas. Se um plano contiver a direcgado
comum aos dois planos directores, entdo a intersec¢do é do tipo parabola. Caso contrédrio é do
tipo hipérbole.

plancs paralelos & direccao comum plancs nao paralelos a direccao comum
a0s dois planocs directores aos dois planos directores

(7)

7 AN
7 RN
7 QR
/ N\
/ \
LT
Alcado 1 Algado 1
/7 //’ \\
(parabola) (hipérbole)
Planta Planta

INTERSECCOES PLANAS
Figura 60

Claro esta, que nao se estd aqui a considerar os casos dos planos osculantes, em que as sec¢des
degeneram num par de rectas, rectas essas que se cruzam no ponto de tangéncia do plano com a
superficie.

3.2.4.4. Helicéides regrados

Os helicéides regrados sdao uma familia particular de superficies regradas empenadas, que tém por
directriz uma hélice cilindrica. Podem ser de cone director ou de plano director. Podem ter nucleo

central ou ser axiais.
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COM NUCLEOQ CILINDRICO SEM NUCLEDO CILINDRICO

Sn

\ g,

PLANO DIRECTOR CONE DIRECTOR PLANO DIRECTOR CONE DIRECTOR

Figura 61

Quando se diz que o helicdide é axial, quer-se dizer que as geratrizes (consideradas extensiveis)
sdo concorrentes com o eixo. Na outra situagao, as geratrizes sdo tangentes a superficie de um
cilindro de revolugao co-axial com o helicéide. Quando sdo de plano director, as geratrizes
conservam uma direcgdo contida numa orientacdo, em geral ortogonal ao eixo da superficie.
Quando sdo de cone director, mantém um angulo constante com o eixo, com a particularidade
desse dngulo nunca ser 90°.

COM NUCLEO CILINCRICO SEM NUCLEO CILINDRICO

LT

Algado

Planta LS . .
PLANO DIRECTCOR CONE DIRECTOR PLANC DIRECTOR CONE DIRECTCR

Figura 62
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CCM NUCLEO CILINDRICO SEM NUCLEO CILINDRICC

PLANC DIRECTOR COMNE DIRECTOR FLANC DIRECTOR CONE DIRECTOR

Figura 63
3.2.4.5. Superficies de condide
As superficies de condide podem ser geradas pelo deslocamento de uma recta (geratriz) que se

apoia numa recta e numa curva, conservando o paralelismo relativamente a uma orienta¢do de

planos. Isto é, trata-se uma superficie simplesmente regrada de plano director.

Figura 64
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SUPERFICIE DE CONOIDE RECTO DE DIRECTRIZ CIRCUNFERENCIAL
Figura 65
3.2.4.6. Superficies de cilindréide

A superficie de cilindrdide é em tudo semelhante a anterior, porém a geratriz apoia-se em duas

curvas.

Figura 66
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SUPLCRFICIE DE CILINDROIDE DE DIRECTRIZES CIRCUNFERENCIAIS
Figura 67
3.2.4.7. Superficies de arco enviesado

As superficies de arco enviesado sdo geradas pelas rectas definidas pelas intersec¢Ges sucessivas

de um feixe de planos relativamente a duas curvas ou uma curva e uma recta.

SUPERFICIES DE ARCO ENVIESADO

Figura 68
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Planta

SUPERFICIE DE ARCO ENVIESADO - "CORNO DE VACA"
Figura 69

3.2.4.8. Plano tangente a uma superficie simplesmente regrada

Numa superficie empenada simplesmente regrada [a] o plano r, tangente a [a] num ponto T,

contém a geratriz recta g que por ele passa. Este plano intersecta a superficie segundo a recta ¢

e segundo uma linha [a] O plano 7 contém arecta t tangente a linha [a] no ponto T .

Figura 70

3.2.4.9. Plano tangente a uma superficie duplamente regrada

Numa superficie empenada duplamente regrada, [a], o plano 7, tangente a [a] num ponto T,
fica definido pelas duas geratrizes rectas, § e j, que nele se intersectam. E o caso do

paraboldide hiperbdlico, do hiperboldide escaleno e do hiperboldide de revolu¢cdo de uma folha.
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Figura 71

3.2.4.10. Feixe de planos tangentes ao longo de uma geratriz
Considere-se a superficie empenada regrada [5] definida pelas directrizes [a], [b] e [C]
Seja § uma geratriz recta, da superficie [5], que contém os pontos A, B e C pertencentes as
directrizes [a], [b] e [C], respectivamente.

Os planos &, , Qg e a. tangentes a superficie [5] nos pontos A, B e C, respectivamente,

ficam definidos pela geratriz g e pelas rectas t,, tg e t., respectivamente tangentes a [a] em A

,alb]emBealc]emcC.

Figura 72
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Figura 73
Na sequéncia do exposto para a Figura 72 tem-se:
Se se intersectar o plano &, com um plano 7, qualquer (passante pelo ponto A), o plano ag
com um plano 75 qualquer (passante pelo ponto B), e o plano . com um plano 7. qualquer
(passante pelo ponto C), obtém-se, respectivamente, as rectas J,, Jg e J. tangentes a

superficie regrada empenada [5] nos pontos A, B e C, respectivamente.

As trés rectas definem um hiperboldide escaleno de concordancia com a superficie [5] ao longo

da geratriz g .

Como os planos 7,, 7, e 7. podem assumir uma infinidade de orientagbes, existe uma

infinidade de hiperboldides escalenos concordantes com a superficie [5] ao longo da geratriz g .

Se os trés planos 7,, 7y e 7. forem paralelos entre si, a superficie de concordancia é um
paraboldide hiperbdlico.

Mais uma vez, existe uma infinidade de paraboldides hiperbélicos concordantes com a superficie

[5] ao longo da geratriz ¢ .

Determinar o plano o, tangente a superficie [5] num ponto T qualquer da geratriz g, consiste
em determinar a geratriz jT (do sistema contrario ao de g e concorrente com g no pontoT ) do
hiperboldide escaleno ou do paraboldide hiperbélico, consoante o caso.
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3.2.4.11. Hiperboldide de revolucgio (planos tangentes)

Como a superficie do hiperboldide de revolugdo é duplamente regrada, o plano tangente fica
definido pelas duas geratrizes, de sistemas contrdrios, que se intersectam no ponto de tangéncia.

PLANO TANGENTE CONDUZIDO POR UM PONTO DA SUPERFICIE
Figura 74

Porém, tal como para qualquer superficie, o plano pode ser definido por um par de rectas
tangentes a duas seccdes que se cruzam, no ponto de tangéncia.

sV’ I[P j[b]

PLANO TANGENTE CONDLZIDO POR PONTO EXTERIOR

Figura 75
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Dado um ponto exterior, é possivel conduzir uma infinidade de planos tangentes a superficie. Uma
forma de restringir o nimero de solucbes é seleccionar uma linha da superficie (em principio
recta) sobre a qual se determina o plano tangente. Deste modo o numero de solugdes fica
restringido a uma na generalidade dos casos.

PLANO TANGENTE PARALELO A UMA RECTA DADA

Figura 76

Conduzir o plano tangente paralelo a uma recta implica conduzir por uma geratriz qualquer, de um
dos sistemas de geratrizes, uma recta concorrente com a direc¢do dada. O ponto de tangéncia
determina-se identificando a geratriz do outro sistema contida no plano.

PLANO TANGENTE PARALELC A UM PLANQ DADQ

Figura 77
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Para verificar se é possivel conduzir um plano tangente paralelo a um plano dado, verifica-se se
existem, num cone director, direccdes comuns com o plano. Em caso afirmativo, o plano tangente
fica definido pelas duas geratrizes com aquelas direcgOes, isto é, as geratrizes paralelas ao plano
dado.

3.2.4.12. Paraboldide Hiperbdlico (planos tangentes)

PLANO TANGENTE NUM PONTO DA SUPERFICIE PLANC TANGENTE CONDUZIDO POR UM PONTO EXTERIOR

Figura 78

Também com o paraboldide hiperbdlico, por ser uma superficie duplamente regrada, o plano
tangente num ponto da superficie fica definido pelas duas geratrizes de sistemas contrarios que se
cruzam no ponto de tangéncia.
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PLANO TANGENTE PARALELO A UMA RECTA DADA PLANO TANGENTE PARALELO A UM PLANO DADO

Figura 79

7

Determinar o plano tangente paralelo a uma recta ou paralelo a um plano dado é em tudo
semelhante ao que foi referido para o hiperboldide regrado. A diferenca agora é a necessidade de
nos referirmos ao plano director em vez do cone director.

3.2.4.13. Condide (planos tangentes)

Tal como referido em 3.2.4.8, o plano tangente a uma superficie simplesmente regrada, conduzido
por um ponto da superficie, contém a geratriz recta da superficie que passa no ponto. Uma outra
recta pode ser obtida através da condugdo, no ponto em causa, de uma recta tangente a uma
curva passante pelo ponto de tangéncia. Ou, entdo pode ser determinado, procurando conduzir
aquela recta como geratriz de uma superficie duplamente regrada concordante com a superficie
inicial, pois como ja foi referido, duas superficies concordantes, partilham os mesmos planos

tangentes ao longo da linha de concordancia.
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PLANO TANGENTE A SUPERFICIE DE CONOIDE RECTO DE DIRECTRIZ CIRCUNFERENCIAL
Figura 80
3.2.4.14. Corno de vaca (planos tangentes)

Esta superficie aparece-nos aqui por curiosidade. Com efeito, o modo de a tratar é em tudo

idéntico ao caso anterior.

PLANO TANGENTE A SUPERFICIE DO "CORNO DE VACA"

Figura 81
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3.2.4.15. Concordancias como composi¢ao de superficies

E possivel passar suavemente de uma superficie para outra, se elas forem concordantes, isto é, se
ao longo da linha comum a ambas, os planos tangentes forem os mesmos. Nas duas figuras dadas

abaixo, apresentam-se concordancias entre varias superficies e o paraboldide hiperbdlico.

Corno de Vaca / Paraboloide Hiperbolico

Figura 82

Cilindréide / Paraboléide Hiperbélico Helicéidal Regrado / Parabol6ide Hiperbdlico

Figura 83

3.2.5. Linhas e Superficies NURBS no espago

Tudo aquilo que se referiu relativamente as linhas de Bézier, B-splines e NURBS no plano, pode ser
facilmente expandido para o espago tridimensional. Por exemplo, os segmentos de recta do
poligono de controlo de uma curva de Bézier de grau trés ndo tém de estar todos no mesmo
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plano. E o mesmo se aplica as B-Splines e as NURBS. Esta é uma forma de generalizar a
representagdo de curvas no espaco.

Estas curvas, quer sejam planas ou ndo, colocadas espacialmente podem servir de directrizes para
a geracgao de superficies NURBS.

No ponto anterior, descriminou-se toda uma série de superficies. Curiosamente, provavelmente
ndo se encontrardo muitas delas como primitivas geométricas em muitas ferramentas de
modelacdo 3D. Uma forma de representacao daquelas superficies é por aproximacao através de
superficies NURBS. Note-se porém que, as superficies NURBS, com os pesos adequados atribuidos
aos pontos de controlo, permitem representar de forma rigorosa (geometricamente rigorosa)
esferas, paraboldides, etc. Nas duas figuras seguintes pode-se observar o efeito de alterar o peso
dos vértices da rede de controlo das superficies.

Figura 84

Figura 85

Em relagdo a figura central (em que se representa uma superficie esférica) foram aumentados os
pesos relativos aos vértices do “cubo” de controlo (a esquerda) e diminuidos os pesos dos mesmos
vértices (a direita). Isto é possivel, porque a superficie esta representada como uma NURBS.
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respectivos pesos associados, e pelo grau (e ordem) das suas geratrizes nas duas direc¢oes
notadas pelas letras U e V, podem ser visualmente representadas através de uma grelha de curvas

ISOPARAMETRICAS.

Genericamente, uma superficie NURBS fica definida por uma grelha de pontos de controlo, e
paramétricas de desenvolvimento da superficie. Estas duas direc¢cGes paramétricas, usualmente

Figura 86

Uma curva isoparamétrica é uma curva que, numa das direc¢Oes paramétricas, corresponde a um
valor constante de um parametro, no espago paramétrico (que é distinto do espagco geométrico).

Figura 87
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Se uma superficie NURBS for gerada por curvas de graus diferentes numa das direc¢Oes
paramétricas, em geral é assumido o maior grau para a geracdo da superficie nessa direc¢do. Nas
duas figuras anteriores, fica ilustrado esse facto. As linhas de entrada para a geragdao da NURBS
tinham grau 2 e 4 numas das direc¢Ges paramétricas, e 3 e 5 na outra direc¢do paramétrica. Assim,
na primeira direccao foi assumido o grau 4 para a primeira direccdo paramétrica e o grau 5 para a
outra direccdo paramétrica. Isto deve-se ao facto de ser possivel aumentar o grau de uma curva
sem lhe alterar a forma, mas ndo ser possivel o contrario.

3.2.5.1. Logicas de geracdo de superficies

As logicas de modelacdo podem ser variadas.

Neste ponto apresentam-se as ldgicas de modelacdo implementadas no software Rhinoceros,
porém, outros softwares podem implementar outras légicas. Recomenda-se uma leitura cruzada
deste ponto com o que esta referido nas tabelas das paginas 22 e 36, relativas a classificagdo de
superficies. As varias logicas contém variantes. Aqui apenas se apresentam as ideias gerais.

Poligonos

Os poligonos podem ser gerados de varios modos. Um rectangulo pode ser desenhado através da
funcdo Plane, um poligono qualquer, de n lados, pode ser gerado definindo as curvas planas que o
delimitam (fungao PlanarSrf).

Superficies de revolugdo (revolve)

Em relacdo a este tipo de superficies, veja-se o que foi dito no pardgrafo 3.2.2.

Figura 88
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Superficies de “revolugdo” (rail revolve)

Estas superficies baseiam-se na ideia de revolugdo, porém ndo sdo verdadeiramente superficies de
revolugdo. A geratriz roda em torno de um eixo, no entanto deforma-se nessa rotagao em fungao
das distancias dos pontos de uma nova linha (rail) em relacdo ao eixo. Essas sucessivas
deformacdes sdo, na pratica, transformacgdes afins da geratriz em direc¢des ortogonais ao eixo.

Figura 89

Superficie gerada por deslocamento da geratriz apoiada numa directriz (sweep 1 rail)

Estas superficies baseiam-se no deslocamento da linha geratriz ao longo de uma directriz com a
restricdo de se manter o dngulo entre ambas em todo o movimento.

Figura 90
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Superficie gerada por deslocamento da geratriz apoiada em duas directrizes (sweep 2 rails)

Neste exemplo foram dadas duas directrizes horizontais (rails) ao longo das quais a geratriz se
moveu, e as posicdes extremas de uma geratriz, que sendo diferentes, supdem que a geratriz é
deformdvel. A geratriz comega por ser um arco de semi-circunferéncia para terminar num arco de
semi-elipse. Nas posi¢cdes intermédias, o racio entre eixo menor e eixo maior vai variando pelas
situacOes intermédias as dos dois extremos das posi¢des da geratriz.

Figura 91
E possivel definir mais que duas posi¢des (e geometrias) para a geratriz.
Superficie gerada por extrusao (extrude)

A ideia base de uma extrusao consiste na definicdo de uma geratriz que se desloca segundo uma
directriz. Neste deslocamento a geratriz mantém a orientagao.

Figura 92

Ha no entanto outros tipos de extrusdo, podendo a geratriz alterar a sua dimensdo e propor¢cdes
Superficie gerada por interpolac¢ido de posi¢ées de curvas (loft)

Consideradas varias curvas dadas espacialmente numa determinada sequéncia, a superficie é
gerada ajustando-se as mesmas.
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Figura 93
Superficie gerada por interpolagdo de uma rede espacial de curvas (curve network)

A semelhanca do caso anterior, a superficie é gerada por interpolacdo. No entanto, neste caso, é
dada uma rede de curvas no espago que informam sobre o “esqueleto” da superficie.

Figura 94

Um modo idéntico de gerar superficies é através da definicdo de uma rede espacial de pontos
(fungdo SrtPtGrid). Cada linha de pontos corresponde, na pratica, a uma linha geratriz da
superficie numa das direc¢Ges paramétricas da mesma.

Superficie dados quatro vértices (corner points)

A superficie gerada deste modo é o paraboldide hiperbdlico.
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Figura 95

Superficie dadas linhas de contorno (edge curves)

Neste caso, a superfice pode ser definida por 2, 3 ou 4 linhas. Idealmente essas devem linhas do
contorno para melhor controlo do resultado

Figura 96

Superficie passante por um conjunto de linhas (patch)

Neste caso, as linhas também podem ser limites de superficies. E assim sendo, pode ser
controlada a tangéncia relativamente a essas superficies.



Figura 97

Superficie gerada por panejamento sobre superficies dadas (drape)

A metafora para a geragao deste tipo de superficie é a de cobrir um conjunto de superficies dadas
com uma nova superficie como se fossem cobertas com um pano ou com uma rede elastica. E
importante notar que, no software Rhinoceros este tipo de superficie é sempre gerada
considerando a vista corrente. E também importante notar que o controlo da profundidade da

superficie é funcdo do ponto mais préximo e do ponto mais afastado da cdmara na vista corrente.




3.3. Linhas a partir de superficies

Se por um lado, as linhas sdo o que da origem as superficies através do seu movimento no espaco,
também é facto que podem ser geradas linhas a partir das superficies.

De uma superficie limitada podem ser extraidos esses limites. De uma superficie NURBS podem
ser extraidas linhas isoparamétricas. E possivel mapear linhas em superficies através de diferentes
tipos de transformacdo (projeccdo paralela, projeccdo normal a superficie, correspondéncia
paramétrica).

Porém o modo mais popular de gerar linhas através de superficies é através da interseccao,

conforme se ilustra na figura seguinte.

Figura 99

4. SOLIDOS

Qualquer configuracdo de superficies no espago que encerre um volume, pode ser,
conceptualmente associada a um soélido. As arestas desse solido (ndo necessariamente rectas)
serdo as linhas de interseccdo das varias superficies, e estas linhas delimitardo as faces do sdlido
(ndo necessariamente planas).

4.1. Operagoes booleanas entre sélidos

As operacgGes booleanas sdo de trés tipos: a) unido, b) subtracgao, e c) intersecgao.
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A operacdo unido corresponde a considerar tudo o que é comum e ndo comum aos solidos base.

A operagdo subtraccdo corresponde a diferenca entre os sélidos base, isto é, aquilo que dos varios
solidos base é comum ao primeiro, é subtraido a este.

A operacdo de interseccdo corresponde a considerar apenas a por¢ao de volume comum aos
solidos base.
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Figura 100

Em todos os casos, as arestas dos sdlidos finais resulta sempre da interseccdo das superficies dos
sélidos base.

Para além desta classificacdo das interseccoes, é possivel considerar outras, em particular no que
concerne as caracteristicas das linhas de intersec¢do entre as superficies. Destas interessa-nos
colocar particular relevo numa situa¢do designada por BEIJAMENTO uma vez que o seu controlo é
mais exigente. A condicdo que deve ser cumprida para que exista um ponto duplo na linha de
intersec¢do entre duas superficies é a de existir um plano tangente comum a ambas.
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